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Resumo: No estudo da computagdo quantica pode ser util procurar traduzir conceitos
da teoria da computacdo classica para o contexto quantico. Alguns modelos de
autdmatos finitos quanticos tém sido introduzidos na literatura e parece interessante
investigar suas aplicacdes praticas em problemas ndo satisfatoriamente resolvidos no
contexto classico. Neste artigo ¢ apresentada uma maneira de se implementar,
diretamente em um hardware quantico, um autémato finito ndo-deterministico com um
custo proporcional ao tamanho da entrada.
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Abstract. In the study of quantum computation it can be useful to try to
translate concepts of the theory of classical computation to the quantum
context. Some quantum finitestate automaton models have been introduced in
the literature and it seems interesting to investigate their practical application
in problems that were not satisfactorily solved in the classical context. This
article presents a way of implementing directly in quantum hardware a
nondeterministic finitestate automaton with a proportional cost to the size of
the input.

Resumo. No estudo da computacdo quantica pode ser Util procurar traduzir
conceitos da teoria da computacao classica para o contexto quantico. Alguns
modelos de autdmatos finitos quanticos tém sido introduzidos na literatura e
parece interessante investigar suas aplicacfes praticas em problemas ndo
satisfatoriamente resolvidos no contexto classico. Neste artigo é apresentada
uma maneira de se implementar diretamente em um hardware quantico um
autémato finito ndo-deterministico com um custo proporcional ao tamanho da
entrada.

1. Introducéo

Automatos finitos sdo elementos essenciais para o estudo da computagdao e constituem
um modelo extremamente Util na elaboracdo de vérios tipos diferentes de software:
analisador 1éxico de um compilador; software para projetar e verificar o comportamento
de circuitos digitais; software para examinar paginas da web a fim de encontrar
ocorréncias de palavras, frases ou outros padrdes; software para verificar protocolos de
comunicagoes, etc. [Hopcroft et al. 2001]. Formalmente, um autémato finito (AF) ¢ uma
5-tupla A = (Q, %, 3, qinit, Qac), onde Q é um conjunto finito de estados, X um alfabeto
de entrada, 6:QxX — Q uma funcéo de transi¢do, gt € Q o estado inicial e Q,c < Q
um conjunto de estados de aceita¢do. O autdmato A inicia sua computagdo no estado
inicial qini € 1€ uma palavra w = w;ws...w, da esquerda para a direita, simbolo por
simbolo. No i-ésimo passo, estando em um estado q, A 1€ o simbolo w; e atualiza seu
estado para q'=93(q,w;). A aceita a palavra w se o estado no qual o automato para

depois da leitura de todos os simbolos de w pertence a Q,.. A reconhece a linguagem



formada pelas palavras aceitas. A classe de linguagens reconhecidas por autématos
finitos ¢ a classe das linguagens regulares.

Esse tipo de automato ¢ dito ser deterministico (AFD), visto que o autdmato esta
em apenas um estado em qualquer instante (o valor da fungdo 6 ¢ um elemento de Q).
Uma variante importante desse tipo de automato ¢ o automato finito ndo-deterministico
(AFN), que pode estar em varios estados ao mesmo tempo. Um AFN ¢ essencialmente
um AFD onde a fun¢do de transi¢do 6 tem como valor um conjunto de estados em vez

de apenas um estado, ou seja, 5:Qx = —22. Um AFN aceita uma palavra w se alguma

seqiiéncia de escolhas do proximo estado, enquanto sao lidos os simbolos de w, levé-lo
do estado inicial para algum estado de aceitag@o, ou seja, se existir algum caminho de
aceitacdo dentre os varios caminhos possiveis. Essa extensdo nao-deterministica, no
entanto, ndo reconhece qualquer linguagem que nao possa ser reconhecida por um
autdmato finito deterministico, ou seja, os dois conceitos AFD e AFN sdo equivalentes
no que diz respeito a classe de linguagens reconhecidas. Apesar de ndo representar um
ganho em termos de expansao da classe de linguagens reconhecidas, o uso de AFN’s
pode significar uma eficiéncia substancial tanto no tratamento formal (facilitar prova de
alguns teoremas) quanto na descrigdo de uma aplicacdo. Na realidade, como diz
Hopcroft em [Hopcroft et al. 2001]: “... o ndo-determinismo nos permite ‘programar’
solugdes para problemas usando uma linguagem de alto-nivel. O automato finito ndo-
deterministico ¢ entdo ‘compilado’, por um algoritmo, em um autémato deterministico
que pode ser entdo ‘executado’ em um computador convencional”. Essa “compilacdo” ¢
necessaria e envolve a construgdo de todos os subconjuntos do conjunto de estados do
AFN que serdo entdo considerados como os estados do AFD equivalente. Embora esse
numero de estados possa ser minimizado, no pior caso, o menor AFD pode ter 2"
estados enquanto o AFN original tem apenas n estados.

Este artigo apresenta um modelo de automato finito quantico (AFQ) e um
algoritmo de transformacdo de um AFN qualquer em um AFQ equivalente com o
mesmo numero de estados que aquele. A implementagdo de um AFQ construido
conforme o modelo ¢ mostrada através de um circuito quantico e o custo dessa
implementagdo em termos de portas e qubit ¢ avaliado.

2. Autdmatos Finitos e Notacao Vetorial

Uma outra formulagdo de automatos finitos equivalente a utilizada acima e que ¢
conveniente aos propositos desse artigo ¢ a formulagdo através de matrizes e vetores,
conforme [Moore and Crutchfield 2000]. Se um autdmato finito A (AFD ou AFN) tem
n estados, sua fungdo de transicdo & pode ser descrita por matrizes de transicdo M, de
dimensdo n x n, uma para cada a€X, de tal forma que (M,);;=1 se ¢ somente se A vai

do estado q; ao estado q; ao ler o simbolo a, ¢ (M,);; =0, caso essa transi¢do néo seja

permitida. Entdo, se (it € 0 vetor coluna de um espaco de dimensao n:

1 q; =qy

(Qinit)i = {
0 q; #qy

e Q. € o vetor coluna:



B 1 qieQac
Q= o q.2Q,

o numero de caminhos de aceitagdo para uma entrada w ¢ dado pela fungado f definida
como:

f(W) = Gini™ - Mu,e M. e - Mg+ Qe (1)
(onde as operagdes sdo realizadas da esquerda para a direita).

Assim, uma palavra w ¢ aceita se f(w) >0, ou seja, se existe pelo menos um

caminho levando do estado inicial a um estado de aceitacdo. Para fixar a notagdo
utilizada, considere o seguinte exemplo de um autdmato finito ndo-determinisitico A,

com Q= {qi, q2}, Z = {0, 1}, Ginit = q1, Qac = {2} €:
8(q1,0) = {q1, 92}, 8(q1,1) = {q2}, 8(q2,0) = {q2}, (2, 1) = {q2}-

Entdo, na notacao matricial:

N 0] [T ]y f0
Ginie = | o |» Que= | 1 M= e M=l

Ao computar a palavra w = 01:

f(Ol):qu.t.MO.Ml.Qac =l 0].{1 IHO IHO}=2

0 1/(0 I|]|1

Ou seja, o valor de f(01) = 2 indica que ha dois caminhos que levam o automato
do estado inicial a um estado de aceitagdo ao ler a palavra w = 01, conforme arvore de
derivacdo mostrada na figura 1 abaixo:
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Figura 1. Arvore da computacéo de w = 01 pelo AFN A

3. Autébmato Finito Quantico

Diversos modelos de autdomatos finitos quanticos (AFQ) tém sido propostos ([Kondacs
and Watrous 1997], [Moore and Crutchfield 2000], [Paschen 2000]). Basicamente, um
AFQ, assim como um AF, ¢ uma 5-tupla B = (Q, %, 9, Qinit, Qac), onde Q € um conjunto
finito de estados, X ¢ o alfabeto de entrada, & ¢ a funcdo de transi¢do, qinit € 0 estado
inicial e Q,c < Q ¢ o conjunto de estados de aceitacao. A diferenca para um AF ¢é que
em um AFQ os estados de Q podem estar em superposi¢do. Uma superposi¢do pode ser
representada como um vetor unitario em um espacgo de Hilbert de dimensao |Q|. Usando
a base computacional e uma enumeragao dos estados em Q, pode-se identificar o estado
qi com o i-ésimo vetor da base |q;) (usando a notagdo de Dirac) e representar uma

superposicdo de estados como um vetor |q> = Zoci|qi>, onde a; ¢ a amplitude (um
q;€Q



namero complexo) do estado q; e Z|°‘i|2 =1 (condi¢do de normalizagido). A funcdo
i

de transi¢dao O ¢ definida em termos de um mapeamento QxXxQ — C e o valor de
d(q;,a,q,) € a amplitude de |q2> na superposi¢do de estados que B assume ao ler o
simbolo a partir de |q1>. Para a € 2, U, é uma matriz complexa de |Q| x |Q| definida
por:

Ua(ai))= 2 5(a;.a,9)a) )

q'sQ

Assim, ao ler um simbolo da entrada, um AFQ altera seu estado de
superposi¢do. Essa alteragdo deve preservar a condi¢do de normalizagdo, o que, em um
espaco vetorial de dimensdo finita significa que o correspondente operador deve ser
unitario. Para isso, a seguinte condigdo deve ser satisfeita:

vqi,qj € Qaa € Z: Z 8*(%’3,@-6(%’3,@ =

qeQ

1 seq;=q i
0 caso contrario

onde x* para x €C ¢ o complexo conjugado de x.

Um AFQ inicia sua computagdo no estado |qinit> e ao ler cada simbolo w; € X

da palavra de entradaw = w;w,..w, aplica a transformagdo unitaria correspondente
representada pela matriz unitaria U, ao estado do sistema representado pela
superposi¢ao |q> Medi¢des ortogonais (projecdes) podem ser aplicadas para se
determinar o estado do automato. Os projetores (observaveis) siao operadores que
projetam o estado do autdmato em subespacos ortogonais formados a partir dos
conjuntos Qg € Q — Qye.

O modelo de AFQ proposto por Moore e Crutchfield [Moore and Crutchfield
2000] por exemplo, define uma tinica medigdo (MO) no final da computagdo da palavra
W = W Wy..Ww,, através do projetor Q.. = Span{|q>:quac}. Entdo, nesse modelo,

usando a abreviacao Uy, para Uy ..Uy Uy, a palavra w € aceita por um AFQ se e
n 2 1’

2 . ~
somente se, fQ(w):‘QaC.UW.|qinit>‘ >0, ou seja, se ao final da computacdo a

projecdo deixa o autdmato em um estado de aceitacdo (probabilidade maior que zero).
A funcgdo fy para o caso quantico corresponde a fungdo f definida pela equacdo (1) para
0 caso classico.

O modelo de AFQ 1-way introduzido por Kondacs e Watrous em [Kondacs and
Watrous 1997] adiciona a formulagdo bésica um sexto elemento, o conjunto Q. de
estados de rejeicao que, assim como os estados de aceitacdo, sao considerados estados
de parada (halting states) significando que o automato para ao atingir um desses
estados, além de definir multiplas medi¢des (MM), uma a cada passo, através de um

projetor nos subespagos ortogonais formados por {|q>:quac}, {q>:qurej} e
{|q> :q€Q—(Qy uQrej)}. De acordo com [Ambainis and Freivalds 1998], qualquer

linguagem reconhecida pelo modelo de Moore e Crutchfield ¢ reconhecida pelo modelo



quantico de Kondacs e Watrous, mas a inversa ndao ¢ verdadeira. As classes de
linguagens reconhecidas por esses modelos sdo distintas e formam subconjuntos
proprios da classe das linguagens regulares. Ou seja, sdo menos “poderosos” que o
modelo classico AF. Basicamente, a razdo disso ¢ a restricdo de “unitaridade” das
transformagdes U.

Um outro modelo de AFQ, AFQ ancilla, foi apresentado por Paschen em
[Paschen 2000] que introduz qubits auxiliares de maneira a que as transformacgdes sejam
unitarias. Formalmente, um AFQ ancilla B é uma 6-tupla B = (Q, X, Q, 8, Qinit, Qac),
onde Q, Z, Qinit € Qac 30 como no modelo de Moore e Crutchfield, Q ¢ um alfabeto
auxiliar e a funcdo de transicdo ¢ estendida para 6:QxXxQxQ — C[0,]] com a

restricao:

I seqi =q;

Vgi,qj€QaeX: 5" (q;,2,9,):5(q;,2,0,Y) =
%-4j<Q 2 (4i-2.9.5):0(4;2.9.5) {0 caso contrario

yeQ*,qeQ
Com essa extensdo, [Paschen 2000] mostra que toda linguagem regular pode ser
reconhecida por um AFQ ancilla (lema 3.5).
4. AFN e AFQ

Na prova do lema citado na secdo anterior, Paschen caracteriza a linguagem
reconhecida por um AFQ ancilla em termos do seu autdmato minimo (AFD com menor
nimero de estados), ou seja, parte do automato finito deterministico minimo e mostra
como construir um AFQ ancilla equivalente. Porém, apesar desse resultado, o
procedimento utilizado nao resolve o problema identificado na introducao desse artigo:
como implementar diretamente um AFN sem passar pela transformacdo em AFD e
incorrer em uma geracdo exponencial de estados. Uma solucdo para esse problema ¢
apresentado a seguir através de um algoritmo para transformar diretamente um AFN em
um AFQ ancilla com o mesmo numero de estados e a mesma linguagem reconhecida
que aquele.

Algoritmo: Seja A um AFN qualquer A = (Q, %, 3, Qinit, Qac). Definir um AFQ ancilla
B=(Q’, Z, Q, &, q"init, Q’ac) da seguinte forma:

1L.Q = {|a):q<Qf
2. Q={0,1}
3. Para cada entrada da fun¢do 8(q;,a) = {q; e iy } definir:

1
5'(‘liaa,de,0)=T,paratodo d,1<d<k,e
k
3'(q,a,q4,0)=0, para todo q eQ—{qjl,...,qjk}
4. Q'init = | dinit)

5.Q"=5pan{|q):q e Q|

6. Para cada a € 2, definir a matriz U, da seguinte forma:



k
Ua(|q1>|0> ):|qi>dz&(qiaa’ qjd’ O)‘q.ld>
=1

com as outras entradas preenchidas com vetores ortonormais arbitrarios de
forma a que a matriz seja unitaria ([Kondacs and Watrous 1997],[ Ambainis

and Freivalds 1998]).

Proposi¢do: L(A)=L(B).

Prova (L(A)c L(B)): A prova ¢ por inducdo no comprimento de w. Para simplificar,
vamos considerar que U, tem apenas um argumento como em (2),

k
Ua(|qi>)226'(qi, a, qu,O)‘qu>

d=1
1. Seja w=aeL(A). Entdo, 8(qinit, 2) = {qjp>-qj, 1> | Sk <IQl, € {qj5enqjy f N Que# D

Por defini¢do de B, se 8(qinit, @) = {qj;5--qj, > 0 (Qinits &, qj > 0) = %, para todo d,

k
1<d<k. Entdo, Ua(|qinit>)22ﬁ‘qjd>. Como {qj,,.,qj, } NQ, =, entdo
d=1

2
>0, 0 que implica em a=weL(B).

k
, 2 . 1
|Q ac Ua|qinit>| :‘ Q ac dz_I\/E|qu>
2. Sejau = ay...a, uma palavra qualquer de comprimento n. Entdo, por hipotese,

m
(Gt 0) = 8@ 1-2,) = {0 00, } s€ € somente se U, (i)=Y Laj, ). para
d=1

A

algum m, ¢ onde 0 ¢é a extensio de O conforme [Hopcroft et al. 2001] e

U, =0, ..U, .

3.Seja w=uaelL(A), |u|=neaeX.Como uae L(A), entdo,

A A A A m
8(Qinit -ua) = 8( 8(qinjg ), a) =8({qj, a5, - a) = J8(qj,.2) €
d=l1

Us(;,.a)nQ,. # .
d=1

NgE

Por hipotese, U, q Qinit >) = L‘ d;, > , entdo U, (i Lm‘ 44 >J - ﬁ i Ua

m

o
I

1

m
Como US(qu,a)mQaC # J, entdo
d=1

ua=we L(B). [ |

A prova de L(B) c L(A) segue raciocinio similar.



5. Circuito Quéntico para AFQ ancilla

Um AFQ ancilla B construido segundo o algoritmo descrito na se¢do anterior pode ser
implementado com pouco esfor¢co em um circuito quantico como mostra a figura 2
abaixo onde o alfabeto do autdmato ¢ £ = {0, 1}.

> —X] X
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Figura 2. Circuito quéantico que implementa um AFQ ancilla segundo o
algoritmo.

Esse circuito utiliza n qubits para representar uma palavra w € {0,1}", 2k qubits
para as duas entradas das portas U (k primeiros para representar o estado atual e k

ultimos para o proximo estado), k qubits extras no estado |O> para cada simbolo da

entrada e um grupo de 2 portas SWAP para “injetar” a segunda saida de uma porta U na
primeira entrada da seguinte e restabelecer o estado |O> na segunda entrada. Se a

palavra de entrada w tem n simbolos, o nimero de qubits necessario ¢
h=(k+1)-n+2k, ou seja, h =0(n). O nimero de portas no circuito ¢ descrito por

p=02X+2U)-n+2SWAP-(n—1), ou seja, p=0(n). Quanto as matrizes Uy e Uy,

pode ser mostrado que € possivel escrever essas matrizes definindo apenas |Q||€Q2| linhas
e |Q| colunas [Paschen 2000].

6. Conclusao

Pode ser util para um maior entendimento da computacdo quantica seguir os passos da
teoria da computacdo cléssica e tentar redefinir no contexto quantico alguns conceitos
da teoria da computagao classica. De um ponto de vista pratico, pode-se comegar com
os dispositivos mais simples da hierarquia computacional classica, como os autdmatos
finitos, e tentar mostrar vantagens que podem ser obtidas com a utilizacio de um
modelo quantico. Nesse artigo, foi mostrado que um autémato finito ndo-deterministico
pode ser implementado diretamente em um hardware quantico sem incorrer em uma
explosao de estados como previsto no caso classico. O modelo de um AFQ com qubits
auxiliares pode implementar diretamente um AFN através de um circuito quantico com
custo que escala polinomialmente com o tamanho da entrada.
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