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Motivacao

Por que utilizar uma transformada?

Alguns problemas sao dificeis de solucionar
diretamente. Pode ser mais facil resolver o
problema transformado e aplicar a transformada
inversa na solucao.

Deve-se levar em consideracao a dificuldade envolvida
em aplicar a transformada ao problema original e em
aplicar a transformada inversa na solucao do problema
transformado.
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Motivacao

Por que utilizar uma transformada?

A representacao de um sinal no dominio do
tempo (do espaco, ...) esta presente,
naturalmente, no nosso dia a dia.

Certas operacoes tornam-se muito mais simples
e esclarecedoras se trabalharmos no dominio da
freqiéncia, dominio este, conseguido a partir das
Transformadas de Fourier (TF).
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Transformada de Fourier:

Historico

ccccccccc

Século XVII: matematico e fisico francés
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
demonstrou que qualquer forma de onda
pode ser representada por uma somatoria &
de sendides e cossenodides de diferentes &
frequéncias, amplitudes e fases.

Transformada de Fourier: dec_ompoe
um sinal em suas componentes
elementares seno e cosseno. = .
|
Aplicacao inicial: problemas da

condugao do calor (lei da condugao
térmica).

e




Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Importante:

FuncOes periodicas sao representadas por séries
de Fourier;

Funcdes nao-periddicas sao representadas por
transformadas de Fourier (espectro do sinal);
Uma representacao de f(x) € uma decomposicao
em componentes que também sao funcoes;

As componentes dessa decomposicao sao as funcoes
trigonométricas sen(x) e cos(x).

P@T Ciclo de Seminarios Técnicos 2010 6
computacao



Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Aplicacoes da TF:

7 0
= Fisica
’ 0
= Quimica Sinal
[ Teo r| a d OS n L:l m e rOS Fenomeno variavel no tempo efou espacgo.
e . 7 . Descrito quantitativamente.
“ A n a I | Se CO m b I n a to rl a "0Os sinais sdo funcbes de uma ou mais variaveis
independentes e, tipicamente contém informacéao
m P rocessamen to d (<] acerca do comportamento ou natureza de um
= = fenémeno fisico.”
SI na IS Exemplos:

- Teoria das probabilidades & m-

- Estatistica
- Criptografia
= @ outras areas.



Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Subareas de aplicacao da TF:
- Descricao
- Filtragem
- Segmentacao
- Compressao
- Reconstrucao
- Reconhecimento de padroes



Transformada de Fourier:
Conceitos Basicos

Como representar um sinal

por uma Seérie de Fourier?
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Qualquer funcao f(x) pode, segundo Fourier, ser
escrita na forma da soma de uma serie de funcoes
seno e cosseno da seguinte forma geral:
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Como isso é possivel?

sen(x) + cosx)
Senix)

cns{x}: /
s S5 & 9
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Como isso é possivel?

Decomposicao da funcao f(x):

f(x)=2sen(x)+7sen(2x)+3Scos(3x)+4cos(S5x)
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Exemplo: Onda Quadrada

/ NN N
] —"— fw T / T \ /
VA Vi
0 X,
T 2 3 4ot i 1 hae

nnnnnnnnnnnnnn
vvvvvvv

f(x) = 1/2 + (2/w) sen(x) + (2/(3w)) sen(3x) + (2/(57)) sen(5x) + (2/(7x)) sen(7X) + ...
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

/ I i : ' i ] :
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Transformada de Fourier:
Conceitos Basicos

Como calcular a Transformada

de Fourier de um sinal?
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Transformada de Fourier Unidimensional

Flf(z)] = Fwy) = f; f{xjﬁ_gémf:fix

f(t)=F F(w)) = Rl /m F(w)e™ dw.

27 )
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Transformada de Fourier Bidimensional

Fli(z,9)] = Flug,wy) = / f Jp et war) g g gy

1 ] P ]
F‘I[F(wm,wy)]Ef(I):F/ f F(u,, ury)e? ™=l duy, duy,,

P@T Ciclo de Seminarios Técnicos 2010 17
computacao



Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

O fato de utilizar um numero infinito de amostras no dominio
do tempo e, consequentemente, um numero infinito de
pontos no dominio da frequéncia, representa um problema
para implementacao da TF na pratica (computadores).

Transformada Discreta de Fourier (DFT): utiliza um
numero finito de pontos no dominio do tempo e define uma
representacao discreta do sinal no dominio da frequéncia.

Ferramentas Computacionais: Matlab, Mathematica, Math
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Transformada Discreta de Fourier Unidimensional

f(ﬂ:)ﬂ_gtlﬂw&$fﬂ, paraw, — 0,1, ,N — 1.

FF(ws)]

N1
1 )
f(ij:ﬁ E Flw e v/ parax =0,1,--- ,N- 1.

W, =0
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Transformada Discreta de Fourier: Bidimensional

N—1M—1
1 .
_F[f(zjyj]]EF(wﬁjwy) — Z f(j:]y)ﬂ—zwrlfwmszf—l-wﬂfﬂ‘fj]
“NM =0 y=0
para w, = 0,1, N —-lew, =01, M-1.
| N=1 -1 .
_}T—l[F(wmwa] — f(r]y-) — Z Z F(w:“wy)ﬂzm(w@sz+wﬂﬂrﬂ]
NM We=0w,=0
parar=0,1, N=1ey=0,1,-- M-1.
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Algoritmo importante para calculo da DFT:

FFT (Fast Fourier Transform)

Computa a DFT quando o tamanho N da sequéncia
€ uma poténcia de 2.

Complexidade: O(n log n) contra O(n?) para o
calculo pela definicao.
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Transformada de Fourier: Sinais Senoidais

cos(at) | F(w) ||
J(w+a)

I .
e e

F(w)= % [c’ff{w+ a)+o(w— n}]

e

Exemplo: FFT SpecMusEV e SoundForge
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Transformada de Fourier: Sinais Senoidais

7/2
S[cos @,t] = lim j COS )t.e

T—>00
—7/2

fit) COS gt
T T(w—w,) T T(w+ @)
HHHHHH“L_} S[cosa)ot]—ll_{g{ZSa[ 5 ]+2Sa[ 5 1}
) s Jcos @] = w—a@)) +o(w+@)]
%%QU%{:T* Da mesma forma, podemos mostrar que:

S[senayt] = jald(w+ @) — (- w,)]

_ja)t
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

- Ax)
il
sin( mwbh
F(w)=ab ()
mwb
" b - X
1l:.|'|
sinc(Tbw) ad |
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

A(-0/2<t<d12)
J)=

0(6/2<t<T-5/2) A or2
— (4
el s,
Vo) | |
1 A | 2A (ejn%5/2 _e—]nabé'/z)
bl 4 i nayl’ 2]
| 24
f | | =2 sin(ng5/2)
be——T ) . PR I’la.bT
F = i [ _qu(t)e—jna)otdt _ A5 Sln(na%)é'/ 2)
"o d-s2 T n(q)5/2
1 ¢or2 .
=— Ae "M dt
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Transformada de Fourier: Funcao Impulso

1)
" E{.\'} _F|':'I|-|_::| _ l*_‘-":{:_?_[I}E:_]].-_.{.le _ E_':' — 1

A Ew) |
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Propriedade: Deslocamento em Freqiiéncia

f()e'™ < F(o— )

X{w)

1 jaht — jayt
f(t)cos a)ot:E[ FOS + f()e ™ | )

ST

f(t)cos ayt <> %[F(a)+ )+ F(o-ao,)]

AN

_wn
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Transformada de Fourier:

Conceitos Basicos

Propriedade: Convolucao

Fw)< f(x) G(@) <« g(x)
H(w)=F(0)G(w)
h(x) < H(w)
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Transformada de Fourier:
Aplicacoes

Onde aplicar a

Transformada de Fourier?
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Exemplos: Transformada Unidimensional

Modulacao de Sinal

Processamento de Audio e de Voz
- Filtragem Passa-baixa

- Filtragem Passa-faixa

- Filtragem Passa-alta

Processamento de Musica
- Determinacao do tipo de instrumento (harmonicos)
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Sistemas de comunicacao (Modulacao):
Multiplica-se um sinal f(t) por um sinal senoidal.

Transladar o espectro de fregiiéncia.
X{w)

[1 F(w)

ST

S

A

Lo o

—ul
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Sinais de Audio e de Voz:
= Baixas frequéncias: carater grave

= Altas frequéncias: carater agudo
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Filtragem (Dominio da Frequéncia)
H

N\

G

2

N\

\/

/‘ Passa baixa

)

‘\ Passa alta

A

‘\I Passa banda

Filtragem no dominio original: convolucao

Filtragem no dominio da frequencia: transformada,
seguida de um produto e de uma transformada inversa
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Espectro de sinal audio

. ()

10

of

-10r

Sample Values

-20

Power Spectral Density (in dB)

=30+

128, 10 20 30 40 50 4% 2 4 6 8 20 12
Samples (x1000) Frequency (in KHz)

Sinal audio “bell.wav”’ Espectro de Frequéncia

O sinal foi amostrado com a frequéncia de amostragem de 22050 com 8 bits de
resolucdo. A densidade espectral da poténcia mostra que o sinal tem componentes de
frequéncia na gama 0-11025 Hz.
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Ganho do Filtro e Saida

<

')
(=3

PSD (in dB)

'S
(=)

Lowpass Filter Gain (in dB)

N
(=]
Lowpass

i

2 4 6 8 10 12
Frequency (in KHz)

Caracteristicas de Ganho de Espectro do sinal
Frequéncia do Filtro filtrado

Componentes de alta frequéncia: reduzidos significativamente.
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Ganho do Filtro e Saida

¢

-20-
20

40-

40
60-

0 ' W ] 80
i i i i =100 . L L I .

s 2 4 6 8 10 12 0 2 ; 6 KH8 10 12

Frequency (in KHz) requency (in KHz)

Bandpass PSD (in dB)

Bandpass Filter Gain (in dB)

Caracteristicas de Ganho de Espectro do sinal
Frequéncia do Filtro Passa Banda filtrado
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Ganho do Filtro e Saida

«

0’
0
8 /
£ 200
£ 20 _
5 2
;23 é 40+
T 40 ®
& 2 gl
2
L
-Jg:, 60 AY‘Y’Y‘YA 80
0 2 4 6 8 10 12 10 2 4 6 8 10 12
Frequency (in KHz) Frequency (in KHz)
Caracteristicas de Ganho de Espectro do sinal de saida

Frequéncia do filtro Passa Alta
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Comparacao dos sons

Som original §
Saida do Filtro Passa-Baixa &
Saida do Filtro Passa-Faixa ¢

Saida do Filtro Passa-Alta &/
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

| I. Noise
%- spike

Original Noisy Audio Signal Noisy Audio Signal

150 5
— 0 B
i [va)
100 5
=] -5 7
w 50 1 = ,
g 2 -10
© [«}]
i 0 4 2 15 ]
= £
£ o -20 7
» 50 1oa
© 25 i
2
-100 ] & -30 iy
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150 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 38 |
o 10 20 30 40 50
Audio Samples (x1000) 40, > 4 6 8 10 12

Frequency (in KHz)
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Transformada de Fourier:
Aplicacoes

Ganho de Resposta do Filtro Espectro do sinal filtrado
5 T T T T T 0 T T T T
: Filter order: 128 ]
E 5 Filter order: 128
g ° ; @
£ | \ [ g -0
% | | | >
§_10_. ISR DA S S | R S 8
o = 20
: g
5719 @ 25
E ®
.20} o -30
20 g
o)
‘ i ‘ ‘ ‘ o 35
2% 2 4 6 8 10 12
Frequency (in KHz) _400 é 21 é é 1.0
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Transformada de Fourier:
Aplicacoes

Ganho de Resposta do Filtro Espectro do sinal de saida
. _ 0 ‘ ‘ ‘
’ | g \ ( | _ Filter order: 200
: : m
— T -10
£ Filter order: 200 >
= | 5200
£.20- : c
3 z a
(I | L
g 40 | P
T : 0
m-50* 50+
ﬁ | 60 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-60 : : : : 0 2 4 6 8 10 12
0 2 4 6 8 10 12

Frequency (in KHz) Frequency (in KHz)
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Transformada de Fourier Unidimensional:
Musica

Analise um som musical: determinar quais as
notas musicais (frequéncias) que estao sendo
executadas em um certo trecho.

Afinador de instrumento.

Exemplo: FFT MusgV
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Transformada de Fourier Unidimensional:
Sinais Biologicos
O ECG é realizado numa largura de Banda menor: interesse
principal € medir o ritmo, desprezando-se pormenores morfoldgicos

IETEE RIS IEEEEEN

i iM o

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

999999999999

T
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Transformada de Fourier Bidimensional:
Imagem

O coeficiente de F(0,0): denota a intensidade
media da imagem.

Coeficientes de baixos indices (freqiéncias):
componentes da imagem que variam pouco.

Coeficientes de alta freqUiéncia: associados a
variacoes bruscas de intensidade.
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Transformada de Fourier:

Comparacao do espectro
de Fourier de imagens
de impressao digital

sem ruido (a) (b) e

com ruido (c) (d).
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Transformada de Fourier:
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Transformada de Fourier Bidimensional:
Processamento de Imagem

« Fi
« Fi
« Fi

tragem Passa-baixa
tragem Passa-faixa
tragem Passa-alta
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Filtragem Passa-Alta:

P@T Ciclo de Seminario

cccccccccc



Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Filtragem:

m 77

Imagem Original Imagem Filtrada Imagem Filtrada
(Passa-Alta) (Passa-Baixa)
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Filtragem Passa-Baixa (suavizacao):
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Filtragem (minimizacao de ruido):

Imagem Original Imagem com Ruido Imagem Filtrada
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Filtragem Passa-Alta
(realce de contornos, bordas):
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Transformada de Fourier:

Aplicacoes

Filtragem Passa-Alta: Imagens Médicas
(realce de contornos, bordas):
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Consideracoes Finais

Fendmenos periodicos ocorrem recorrentemente
em varias aplicagdes: representacao de fungodes
periodicas em termos de fungdes simples, como
0 senx ou cosx - Séries de Fourier.

Conceitos e técnicas desenvolvidos para as
séries de Fourier podem ser estendidos para o
caso de funcdes que nao sao periodicas:
Transformadas de Fourier.

A utilizacao de séries e transformadas de Fourier
revela-se, portanto, eficiente na resolugao de
problemas nas mais diversas areas.
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