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Parte 1

Sistemas Lineares






Capitulo 1

Exemplos de aplicacoes de
sistemas lineares

1.1 Introducao

Um sistema linear é um conjunto de m equagoes, com n incognitas x1, o, ..., Tn, da seguinte
forma:

a1121 + a2®2 + ...+ a1pTy = by
ao1L1 + aooxo + ... + aspxy, = bo

Am1%1 + G2 + ... + GnTn = bm

Os nimeros a;; sao os coeficientes do sistema linear, e sao fornecidos no problema. Os b;’s
sao chamados de termos independentes. Aqui estudaremos apenas os sistemas lineares que
tenham tantas equagOes quanto incognitas, isto é, m = n. Trataremos neste Capitulo de
alguns exemplos onde se aplicam sistemas lineares, no Apéndice A discutimos um pouco da
teoria envolvida (por exemplo, a relagdo entre o determinante dos coeficientes do sistema e a
existéncia e unicidade de solugoes), no Capitulo 2 falaremos de sua solucao pelo Método de
Escalonamento e no Capitulo 3, finalmente, exporemos dois métodos iterativos de resolucao
dos sistemas lineares (que, infelizmente, s6 funcionam em certos casos).

1.2 Provetas

Considere o seguinte problema. Quatro tipos de materiais particulados estao distribuidos por
quatro provetas, e em cada proveta os materiais sao dispostos em camadas, nao misturadas,
de modo que seja possivel medir facilmente o volume de cada material em cada uma delas.
Dado que possamos medir a massa total de cada proveta, e que saibamos a massa da proveta
vazia, queremos calcular a densidade de cada um dos materiais.

11



12 CAPITULO 1. EXEMPLOS DE APLICACOES DE SISTEMAS LINEARES

Para colocar o problema em termos ma-

tematicos, chamemos os materiais de A, B, C

e D, e suas densidades respectivas de p4, pB,

pc e pp. Essas sao as incdgnitas do problema,

ntimeros que queremos descobrir.

Entre os dados disponiveis para resolvé-lo

estao a massa conjunta dos quatro materiais

em cada uma das provetas (numeradas de 1 a A

4), que chamaremos de mq, ma, mg e my, ja A A A
1 2 3 4

descontada a tara das provetas.

Além disso, temos o volume de cada um dos materiais em cada uma das provetas. Cha-
maremos de v1 4, V1B, V1c € v1p 0 volume dos materiais A, B, C' e D na Proveta 1, vo4, v25,
vo¢ € Vop O volume dos materiais A, B, C' e D na Proveta 2, e assim por diante.

Como a densidade é a razao entre massa e volume, a massa do material A na Proveta 1
é v14 - pa. Estendendo esse raciocinio para os demais materiais, obtemos que a massa total
m1 contida na Proveta 1 é

V14 ' PA + V1B PB +Vic - pc +ViD " PD -
Considerando as quatro provetas, obteremos quatro equacoes:

V1A - PA T V1B - PB +ViCc - pc +ViD - PD =My
V24 * PA T V2B - PB + V2c : pCc + V2D - pPD = M2
U3A - PA T V3B PB +V3C - pCc + V3D - Pp = M3
V4A * PA T V4B - PB +V4C - PC + V4D - PD = M4

Trata-se de um sistema linear de quatro equacoes e quatro incognitas.

Uma possivel aplicacao em Geologia seria a seguinte. Uma sonda faz o papel das provetas,
e uma coluna de material é retirada, contendo materiais diferentes dispostos em camadas
(pode ser até uma sonda coletando material gelado). A sonda permitiria medir a dimensao
de cada camada, mas nao poderiamos desmanchar a coluna para medir a densidade de cada
material isoladamente, sob o risco de alterar a compactagao.

1.3 Petroleo

Outro problema para Gedlogos e afins. Em trés pogos de petréleo, situados em regioes
distintas, o material coletado tem diferentes concentragoes de duas substancias A e B. Uma
central recebe o petréleo dos trés pogos, mas antes do refino precisa obter uma mistura com
uma concentracao escolhida das substancias A e B. A pergunta é: em cada litro de petréleo
que sera gerado para o refino, quanto petroleo de cada pogo se deve colocar?

Mais uma vez equacionemos o problema: chamaremos de ¢;4 a concentracdo de A no
petroleo do Poco 1, ¢15 a concentracao de B no petroleo do Poco 1, e assim por diante. Essa
informagao é conhecida previamente. As concentracées que queremos obter sao chamadas de
ca e cp. As incdgnitas sdo as quantidades relativas de petréleo de cada pogo que colocaremos
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na mistura final, que chamaremos de g1, g2 e ¢3. Elas sdo medidas em litros, e devem ser tais
que

g+q+gz3=1.

Além disso, a concentracdo do material A apds a mistura dos trés serd dada por

C1A-q1+C24 Q2+ C34-G3 .

Pensando o mesmo sobre o material B, ficamos com trés equagoes lineares e trés incégnitas:

C1A"q1 + CA-Q2 + C3A°Qq3 = cA
c1B-q1 + ¢C2B-q2 + C3B-q3 = CB
g+ g + gg = 1

Aqui é importante salientar que o problema néo teria uma solucao satisfatdria para qualquer
escolha de c4 e c¢p. Por exemplo, se a concentragao c4 desejada na mistura for superior as
concentracoes de A em cada um dos pogos, nao hé como obter a mistura satisfatoriamente.
Mesmo assim poderia haver uma solucao matemaética para a equagao, na qual provavelmente
uma das incognitas g1, g2 ou g3 teria que ser negativa!

Portanto no problema real devemos adicionar a exigéncia de que os valores g1, g2 € g3
encontrados nao sejam negativos.

O conjunto de valores de c4 e cp para os quais & (ClA’ClB)
haveria uma solucao para esse problema pode ser
representado da seguinte forma. Queremos um
par de concentracoes (ca,cp) tal que existam ¢y,
g2 e q3 satisfazendo as equagOes acima. Esse con-
junto de possibilidades esta representado no plano

poséivei(Q\ ,CB)

cartesiano na figura ao lado, e é denominado en- (

- Ca1Gs)
voltdria convera dos pontos (¢14,c18), (¢24, C2B)
e (csa,c3p). Ele é o menor conjunto convexo que (QA 1Gg )
contém os pontos citados. QA
1.4 Cores

Um exemplo muito semelhante pode ser obtido trabalhando-se com combinagoes de cores.
A maior parte das cores conhecidas podem ser formadas pela combinacao de trés cores:
vermelho (R), verde (G) e azul (B), as letras correspondendo & nomenclatura em inglés
red-green-blue, que chamaremos de cores puras.
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Isto significa que as cores podem
ser representadas por trés nimeros
nao-negativos, cada um indicando a
quantidade de cada uma das trés co-
res, e esses numeros sao geometri-
camente vistos pela posicao que re-
presentam no primeiro octante for-

mado pelos trés eixos coordenados / \G

no espago tridimensional. -

No entanto ha um bocado de informagao redundante nessa representacao, uma vez que o
ponto (1,1,1) deve resultar na mesma cor que (3,3, 3), a tnica diferenca sendo a quantidade
de material produzido.

Se pensarmos que os nimeros T, TG, rp de-
notam a quantidade de litros de cada cor pura
e sempre quisermos produzir exatamente 1 li-
tro de mistura, entao é necessario que

Tr+rg+axp=1.

A equagdo acima restringe o espago de cores
possiveis a interseccao do plano zp + xg +
N rp = 1 com o primeiro octante, que é o
R vermelho verde tridngulo mostrado na figura ao lado.

Cada ponto @ desse tridngulo é obtido como combinagao convexa de (1,0,0), (0,1,0) e
(0,0,1), isto é,

Q = (Qqucqu) = QR(LO?O) + QG(Oa 170) + qB(Ouoa 1) )

com a condicao de que gr + qg + gz = 1. Chamaremos de T esse triangulo.

Suponha agora que produzimos quatro cores distintas Q), Q@ Q®) e Q@ sendo que
QY = (¢ .a%.d¥)

para cada i = 1,2, 3,4. Elas sao representadas por pontos no triangulo 7T'.
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O conjunto de todas as combinagoes possiveis
dessas quatro cores (formando um litro) é o
menor conjunto convexo em 7' que contém es-
sas quatro cores, como ilustra a figura ao lado.
Se @ é uma tal cor, entao

Q=21Q" + 22Q® + 23Q® + 2,QW

com x, +x9+x3+x4 = 1.

Por exemplo, suponha que a cor cinza, dada por Q = (%, %, %), esteja contida nesse menor
conjunto convexo, e gostariamos de determinar as quantidades 1, z2, 23 e x4 das cores Q1)
Q@, QB e QW que produzam 1 litro da cor cinza Q. Isso nos dé quatro equacoes lineares
nas incognitas x1, Ta, T3 € x4:

g'e + q e + gnws + e = 3
HCORED R M Mo
gl + dm + gyes + de = 3

xr1 + Tro + xr3 + ry = 1

1.5 Interpolacao polinomial

Imagine que queiramos passar um polindémio quadrético (isto é, uma pardbola) pelos pontos
(x1,y1), (z2,92) e (x3,y3), desde que x1, x2 e x3 sejam todos diferentes entre si.

Um polinémio quadratico é escrito, na sua forma geral, como
p(z) = ax® + bz +c.

Como neste problema nosso objetivo é determinar o polinémio quadratico, as incégnitas sao
os trés coeficientes a, b e c. Para encontrar as incégnitas dispomos de trés equacoes, pois o
grafico do polindmio deve passar pelos trés pontos dados: p(x1) = y1, p(a2) = y2 € p(x3) = y3.
Explicitando as equagoes, ficamos com

ax%—i—bxl—i—c:yl
ax%—i—bxg—i-c:yg
ar3 + brs +c=ys
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e reescrevendo-as evidenciamos o carater de sistema linear do problema:

xf~a+x1~b+c:y1

x§~a+x2~b+c:y2

3 a+ax3-btc=ys3

Nem é preciso dizer que o mesmo tipo de problema se generaliza para um niimero qualquer
n de pontos. Sejam os pares (x1,Y1), - - -, (Tn, Yn), com 0s x;’s distintos dois a dois. Queremos
achar um polindémio p(x) cujo grdfico passe pelos pontos dados, isto é: p(x1) = y1,p(x2) =
Y2, -+, D(Tn) = Yn-

Se procurarmos por um polinémio de grau k teremos k + 1 coeficientes a determinar.
Como temos que satisfazer n equagdes, isso sugere que fixemos k = n — 1. Assim, temos o
sistema de n equacoes, onde os coeficientes sao as n incognitas:

-1
a + wa; + zi-aa + ... + 2 a1 = wi
-1
ap + w2-a1 + T3-a2 + ... + ThT T Up—1 = Yo
2 n—1 _
a + xp-a1 + T caz + ...+ T cAp1 = Yn

Podemos nos perguntar se sempre existe solugdo para esse sistema, e se ela é inica. A
resposta é sim (desde que os x;’s sejam distintos entre si, mas veremos a justificativa mais
adiante, na Secao A.7.

Exercicio 1.1 Ache o dnico polindmio de grau 3 passando pelos pontos (—1,0), (0,1),
(3,—1) e (4,0).

Exercicio 1.2 FEncontre o polindmio interpolador para os pontos (—1,-5), (0,1), (3,19) e
(4,45).

1.6 Outros problemas de determinacao de polindmios
Outro problema de interpolacao polinomial que pode ser reduzido a um sistema linear ocorre

quando sao impostas condigoes nas derivadas do polinémio, em determinados pontos. A idéia
fica mais clara a partir do seguinte exemplo.
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Problema: “achar um polinémio tal que p(—1) =1, p(3) =0, p'(-1) =0 e p'(3) = 0".
Isto é, fixa-se o valor e a derivada de p em dois pontos, o que dé 4 equagdes. Com um polinémio
de grau 3, fica-se com 4 incégnitas. Explicitamente, se p(x) = ag + a1x + azz? + azx®, entdo
as 4 equagoes se transformam em

ag — a + ay — as =1
ag + 3a1 + 9as + 27a3 = 0
ai — 2a2 + 3a3 = 0
ay + 6a2 + 27&3 =0
Também pode-se impor alguma condicao de integral definida para o polinémio. Por
exemplo, se p(z) = az? + bz + ¢ é polinémio de grau 2 e sabemos que
2
/ p(x)de =3,
1
isso nos d& uma equacao linear, pois
2 3.2 2,2 2
x x
dr = a—| +b—| +
/1p(x):c as| 5|, T,
Tat2p4
= —a+=b+c
3 2
1.7 Splines
H4 também o problema de “spline”. Dados pontos (xg, ¥o), - - - , (Zn, Yn) (@ numeragio comega

de zero, desta vez) como na figura abaixo com n = 5, achar uma funcao que seja:
1.
2.
3.

um polinémio ciibico em cada intervalo [zg_1,zk], com k=1,...,n;

igual aos valores especificados yi nos pontos xy;

duas vezes diferencidvel e com derivada segunda continua, inclusive nos pontos extremos

dos intervalos (em particular, a fungdo também deve ser diferencidvel);

com derivada zero nos extremos (ou com valores especificados da derivada nos extre-

mos).

KT-—-—---
o faiind
0?(1
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Nesse problema temos que achar n polindmios cibicos (um para cada intervalo), e sdo
portanto 4n incégnitas (quatro coeficientes de cada polinémio). Serd que temos 4n equagdes
também?

Vejamos. Chamaremos de pi(x),...,pn(z) os polinémios, sendo que o polinémio pg(x)
corresponde ao intervalo [zk_1, zx]. Temos que impor os valores extremos

pl(IO) = Yo, pn(xn) =Yn
(no desenho, yo e y, sdo iguais a zero). Ja temos duas equagoes. Além disso, devemos impor
a segunda condicao especificada acima, nos demais nédulos (mais 2n — 2 equagodes):
pi(z) =y ep2Ar1) =v1, - s Pn1(Tn-1) = Yn—1 € Pn(Tn-1) = Yn—1 -

Até agora totalizamos 2n equagoes. Temos ainda que impor as derivadas nos extremos (zero
neste caso):

Pi(z0) =0, pl(zn) =0,

e também a continuidade da derivada em cada nddulo:

pi(@1) = phzr) oo Py (@) = D (Tn1)

perfazendo mais n 4+ 1 equagtes. Finalmente, temos que impor também a continuidade da
segunda derivada nos nédulos, com mais n — 1 equagoes:

/!

pl(z) =po(x1) ooy Do q(Tn—1) = P (Tn_1) .

Ao todo sdo 4n equagoes!
E possivel mostrar que o sistema dai resultante sempre tem tnica solugao.

Exercicio 1.3 Monte o sistema linear relativo ao spline dos pontos da figura, com os
sequintes dados:

Lk o [ o]
0] —3.0]00
1] 14|07
2| 0020
3] 1525
1] 2510
51 4000

Exercicio 1.4 Faga um spline cibico com os pontos (—1,0), (0,1) e (1,0), com derivada
zero nos extremos.

1.8 Problemas de contorno

O problema do equilibrio termostdtico (ou também do eletrostdtico) é outro exemplo de
reducao a um sistema linear.
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Suponha uma situagao como a
mostrada na figura ao lado, com
trés fontes de calor:

1. O entorno do quadrado, &
temperatura 7T,

2. O quadrado inclinado, a
temperatura Ty

3. A barra, a temperatura T,

A questao é: como se distribuird
a temperatura, no equilibrio, em
fungao da posicao (z,y)?
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)

\T(x,y)

T

O mesmo problema pode ser formulado com um potencial eletrostdtico V(z,y), ao invés
da temperatura, se nas regioes mostradas fixdssemos valores V,, V;, e V.. Na verdade, os
valores Ty, Ty, T. nem precisariam ser fixos: poderiam variar conforme a posigao.

Esse problema é modelado pela equagao de Laplace

T o
oy

significando que devemos procurar uma fungao continua 7'(z,y) cujo valor sobre as fontes
seja aquele pré-determinado e tal que fora delas satisfaga essa equacao.

an

Para  obter uma  solugao
numérica, discretizamos o
plano (z,y) com uma rede qua-
drada, como mostra a figura ao
lado. Em seguida, numeramos
os vértices da malha cujas tem-
peraturas nao estao fixadas, em
qualquer ordem (por exemplo,
adotamos da esquerda para a
direita, e de cima para baixo).

Na posicao i queremos determinar a temperatura T;, no equilibrio. Se forem N vértices,
serao N incégnitas T1,T5, ..., Ty a determinar. A equacao de Laplace, quando discretizada,
se traduz no fato de que a temperatura de equilibrio na posicao ¢ tem que ser igual a média
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da temperatura nos quatro vizinhos imediatos (na vertical e horizontal). Para cada vértice,
isso se traduzird numa equagao (linear), e a reunido de todas essas equagdes formard um
sistema linear de N equacdes e N incégnitas.

A solucgao do sistema assim obtido serd uma aproximagao da distribuigdo de temperatura.

Vejamos um exemplo, com uma grade
de poucos vértices. O desenho da fi-
gura ao lado mostra uma grade 9 x 8. F2
Chamaremos de N o niimero de linhas
(no exemplo, N = 9) e M o nidmero
de colunas (no exemplo, M = 8). Na
grade fixamos T, nas posigoes (4,4),
(5,3), (5,4), (5,5) e (6,4) (embora a 5
posicao interna (5, 4) ndo v4 servir para

nada), e T}, nas posicoes (1,s) e (9, s), 6
para s = 1,...,8, e (r,1), (r,8), para -
r=1,...,9. Veja que estamos usando

r para indexar as linhas e s para inde- -8
xar as colunas. 9

r

A discretizacao da equacao de Laplace significa que, nos vértices em que a temperatura
nao foi fixada, o valor da temperatura sera dado pela média dos valores dos quatro vértices
mais préximos. Numeraremos esses vértices da seguinte forma: da esquerda para a direita e
de cima para baixo (como na leitura de um texto em portugués), e para o vértice i queremos
saber a temperatura de equilibrio T;. Assim, para o primeiro vértice, teremos

1

Ty 1

(Tb+Tb+TQ+T7) ,
pois o vizinho de cima e o vizinho a esquerda tém valor fixo T} e os vizinhos a direita e
embaixo sao as incégnitas Ts e T7. Rearranjando a equacao temos

ATy — Ty — Ty = 2T}, .

Na figura, vemos que ha 37 vértices livres, portanto 37 incégnitas 11,75, ..., T37 a serem
determinadas. Porém cada vértice livre produz uma equacao, donde resulta um sistema
linear com 37 equacoes e 37 incognitas.

0L +o%
condicdo de contorno dada por T'(z,0) = 22 e T(z,1) = 22 —~1 para0 < x < 1eT(0,y) = —y>
e T(l,y) = 1 —1vy?% para 0 < y < 1. Divida o intervalo [0,1] em N = 3 subintervalos de
mesmo comprimento. Compare sua solu¢io com a solugdo exata T(z,y) = z% — y>.

Exercicio 1.5 Discretizar e resolver a equagao = 0 no quadrado [0,1] x [0,1] com

Exercicio 1.6 Faca o mesmo exercicio com a fungdo T(x,y) = xy.



Capitulo 2

O Método de Escalonamento

2.1 O método

Nesta Secgao discutiremos um método de resolucao de sistemas lineares, chamado Método do
Escalonamento ou Método de Eliminagao de Gauss. O método se baseia, em primeiro lugar,
no fato de que um sistema triangularizado como abaixo tem facil solucao:

a1z + a2 + aizxz + ... + apr, = b
a9oTo + a93r3 + ... + aspxy, = bs

as3rs + ... + aspxr, = b3

pnTn = bn

Na verdade, é tanto necessario quanto suficiente que todos os coeficientes na diagonal sejam
nao-nulos para que se explicite a solugao de forma tnica (se um dos termos da diagonal for
nulo entdo haverd varidveis livres e uma infinidade de solugdes). A solugdo, nesse caso, se
obtém a partir da iltima equagao. Primeiro, isola-se x,,:

1
Tp = —bp .
Gnn
A peniltima equacao é
Gn—1,n—1Tn—-1 + Up—1,nTn = bn—l )

entao 1
Tpn—1 = ———— (bnfl - anfl,nxn) .
An—1,n—1

Como z,, ja foi determinado, da equagdao acima determina-se também z,,_;. E assim por
diante, até se conseguir o valor de ;.

Um sistema triangularizado torna-se entao o objetivo do método. Para ser mais preciso,
pretende-se obter um sistema linear triangularizado equivalente ao original.

Aqui entenderemos que dois sistemas lineares sao equivalentes se eles possuem exatamente
as mesmas solucoes, ou seja: se um conjunto de nimeros x1, ..., x, € solugao de um sistema
entao automaticamente sera solucao do outro.

21
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Pode-se trocar um sistema linear por outro equivalente através do seguinte processo.
Escolhem-se duas linhas, a linha 4 e a linha j, e no lugar da linha j coloca-se uma linha que
seja combinacgao linear da linha ¢ com a linha j, exceto que essa combinagao linear nao pode
ser somente a linha 4 (sendo a informacao sobre a linha j desaparece, o que pode tornar o
sistema indeterminado). Mais precisamente, o sistema linear

a11x1 +a1ax2 + ...+ a1pxy, = b1
ao1L1 + aooxo + ... + aspxy, = bo

An1%1 + ApaTo + ...+ ATy = by
passa a ter, no lugar da linha j, a seguinte linha:
(aajl + ﬁail)xl + ...+ (aajn + ﬁam)xn = Oébj + Bb; ,

onde a # 0, para que a linha j ndo seja meramente substituida pela linha . E evidente que
qualquer solucao do sistema linear original sera solugao do sistema linear alterado. Sera que
vale o inverso?

De fato, sim. Se os numeros 1, ..., x, formam uma solucao do sistema alterado, entao
ja garantimos que esses numeros satisfazem todas as equagoes do sistema original, exceto
possivelmente a equagdo j. Acontece que subtraindo da linha alterada a linha ¢ multiplicada
por 3 vemos que a linha j é automaticamente satisfeita, contanto que « # 0.

O essencial nesse “truque” é que podemos controlar « e 3 de forma que a linha substituta
tenha um zero em certa posigao. Por exemplo, suponha que na linha i o termo a;; (k-ésima
coluna) seja diferente de zero. Com isso, podemos substituir a linha j por uma linha em que
na k-ésima coluna o coeficiente seja nulo. Basta colocar a linha

1- (linha j) — 2% . (linha 7) .
Ak

Assim, o k-ésimo coeficiente serd

Usando judiciosamente essa operagao podemos ir substituindo as linhas, uma por uma,
até chegar a um sistema triangularizado equivalente ao original. Antes de explicar o proce-
dimento, no entanto, convencionemos uma forma mais facil de escrever o sistema linear: a
forma matricial. Nessa forma de escrever, s6 colocamos o que realmente interessa no sistema
linear: os coeficientes. Numa matriz de n linhas e n + 1 colunas colocamos todos eles, dei-
xando a ultima coluna para os termos independentes (e em geral separando essa coluna das
demais para nao haver confusao):
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Uma observagao importante que devemos fazer neste ponto da exposi¢ao é que a ordem
das linhas nao importa na montagem da equacao, pois as linhas sao as equacoes, e todas
as equagoes devem ser satisfeitas ao mesmo tempo. Ja a ordem das colunas é importante,
pois a primeira coluna representa os coeficientes da incognita z1, a segunda representa os
coeficientes da incognita xo, etc. Se quisermos trocar a ordem das colunas, teremos antes
que renumerar as incégnitas!

O procedimento de escalonamento funciona assim. Primeiramente verificamos se a1; # 0.
Se nao for, procuramos alguma linha cujo primeiro coeficiente seja diferente de zero e a
trocamos de posigao com a primeira. Se nao houver nenhuma linha cujo primeiro coeficiente
seja nao-nulo entdo x1 nao entra no sistema linear e pode ser, a principio, qualquer. Além
disso, percebe-se que de fato o sistema linear envolve apenas n — 1 incégnitas em n equagoes,
havendo grande chance de nao ter solugao. De qualquer forma, se isso acontecer nao haverd
nada a ser feito nessa primeira etapa e poderemos passar imediatamente a etapa seguinte.

O objetivo da primeira etapa é usar o fato de que a;; # 0 para trocar uma a uma as
linhas de 2 a n por linhas cujo primeiro coeficiente seja nulo, usando o truque descrito acima.
Ou seja, a j-ésima linha (j = 2,...,n) serd substituida pela linha

(linha j) — ot (linha 1) .

ail

O sistema linear ficara entao da seguinte forma:

a1 ai2 ... QA1p bl

0 a2 N 0 X e) bg
)

0 an2 ... apn | bn

onde é preciso lembrar que, por causa das operagoes com linhas, os coeficientes ndo sdo os
mesmos do sistema linear original!

Nessa primeira etapa descrita, o nimero aj1 é chamado de pivd. Em cada etapa haverd
um pivo, como veremos adiante. Vimos que o pivo tem que ser necessariamente diferente
de zero, o que pode ser conseguido através de uma troca de linhas. De fato, é possivel
até escolher o pivo, dentre os varios nimeros da primeira coluna que sejam diferentes de
zero. Na maioria das situagoes em que se resolve um sistema linear por este método, através
de calculadora ou computador, é mais vantajoso, sob o ponto de vista dos erros de calculo
originados de arredondamentos (veja discussao mais adiante), escolher o pivé como sendo o
maior dos numeros disponiveis na coluna. Aqui entende-se por “maior” nimero aquele que
tem o maior valor absoluto dentro da coluna. Esse procedimento é chamado de condensacdo
pivotal.

Na segunda etapa, verificamos se ago # 0. Se nao for, procuramos entre as linhas abaixo da
segunda alguma cujo segundo coeficiente seja nao-nulo. Se nao houver, passamos diretamente
para a terceira etapa. Se houver, trocamos a linha encontrada com a segunda linha. Observe
que a primeira linha nfo serd mais alterada, nem trocada de posi¢do com outras. Aqui o
pivd serd o nimero diferente de zero da segunda coluna, escolhido entre a segunda linha e a
ultima. Mais uma vez, pode-se adotar a condensagao pivotal, tomando como pivd o maior
em valor absoluto.
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Se apos a troca tivermos ase # 0, podemos usar nosso truque para zerar todos os segundos
coeficientes desde a linha 3 até a ultima linha. Trocaremos cada linha j = 3, ..., n pela linha

(linha j) — 45z (linha 2) ,
a2

e ficaremos com um sistema linear da forma

aiy a2 a3 ain | b1

0 ax a3 a2 | b2

0 O asz3 a3n b3
b

0 0 an3z ... Qun | bn

lembrando mais uma vez que os coeficientes sao diferentes em relagao a etapa anterior, exceto
os da primeira linha, que ficam inalterados.

E facil ver que em n — 1 etapas teremos um sistema linear triangularizado que, como ja
observamos acima, pode ser facilmente resolvido.

2.2 Algarismos significativos

Em geral recorremos a um computador, ou no minimo usamos uma calculadora, quando
se trata de resolver sistemas lineares razoavelmente grandes. Por exemplo, dificilmente nos
aventurariamos na resolugao a mao do problema de contorno da Segao 1.8, que resulta num
sistema linear de 37 incégnitas. E isso é pouco: imagine uma grade bem mais fina!

A solucdo de um sistema linear pelo Método do Escalonamento é exata, na medida em
que o resultado final pode ser expresso em termos de fragoes envolvendo os coeficientes do
sistema linear original. No entanto, calculadoras e computadores nao trabalham dessa forma.

Num computador ou numa calculadora cientifica os nimeros sao representados em ponto
flutuante, baseados na notacao decimal (internamente pode ser em outra base, mas o que nos
aparece é, em geral, a notagao decimal). Na notagdo de ponto flutuante, um niimero tem um
expoente e uma mantissa. Se x é um numero real, seu expoente serd o nimero inteiro n tal
que

10"t <z<10m.

A mantissa de x, de ordem k, é a representacao decimal de 75+ até a k-ésima casa decimal,
com arredondamento. Em geral as calculadoras usam k > 6, e computadores mais modernos
podem usar valores bem mais altos. Por exemplo, quando pego para minha calculadora o
valor de /50000 ela me responde

223.6067977

Observe que x = /50000 é tal que
102 <z < 10%,
portanto o expoente é n = 3 nesse exemplo. Entao

x = 0.2236067977 x 103 .
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A mantissa de z de ordem 10 é o ndmero
0.2236067977

As méaquinas trabalham com um tamanho fixo para a mantissa: na calculadora que eu
usei, esse tamanho é 10. A ordem k da mantissa que escolhemos para operar com um nimero
é também chamada de “nimero de algarismos significativos”.

Antes de discorrermos sobre como fazer operagoes aritméticas com numeros nessa re-
presentacao (a chamada “aritmética de ponto flutuante”), vejamos como se dd o processo
de arredondamento. Suponha que um numero x se escreva da seguinte forma, na notacao
decimal:

Xr = Npr,1 e NlNo.N,1N72N73 ey

onde Np,...,No, N_1,N_o,... sdo os algarismos da notagdo, de fato niimeros entre 0 e 9, ja
que se trata de representagao na base 10. A direita a seqiiéncia dos IV;’s pode ser infinita
(e inclusive hd nimeros que podem ser escritos de duas formas diferentes, por exemplo
0.999... = 1.000...). Assumiremos que ela seja sempre infinita, pois mesmo que nao seja
podemos torna-la completando a seqiiéncia com zeros.

Essa notagao representa uma série infinita, isto é, uma soma de infinitos termos:

x=N, 107+ N, ;- 10P" 1+ 4+ Ny - 10" + Ng- 10° + N_; - 107 4+ N_o - 1072 + ...

Mesmo sem estarmos familiarizados com séries, podemos entender o nimero x da seguinte
forma: z estd entre N, - 107 e (N, + 1) - 107, mas também estd entre N, - 107 + N,_1 - 10P~!
e Np - 107 + (Np—1 + 1) - 10P~1 e assim por diante.

Se quisermos arredondar na k-ésima casa decimal depois da virgula, observamos primei-
ramente que x é maior ou igual a

Np-10°+ ...+ N; - 10" + Ng+ N1 - 107  + ...+ Ny - 107*
e menor do que
Np-10P + ...+ Ny - 10" + No+ Ny - 107+ ..+ (N_p +1)- 1077,
e, para simplificar a notagao, definiremos
X=N, - 10P 4+ ...+ N - 10" + Ng+ N1 - 107 ... N_pyq - 10757

de forma que
X+N - 10" <oz<X+(N_p+1)-107%,

Para obter o arredondamento de = na k-ésima casa decimal, que denotaremos por Z,
precisamos saber se x estd mais préximo de X + N_j-107% ou de X + (N_; +1)-107F. Isso
é determinado pelo algarismo seguinte na expansao decimal de z, isto é, N_;_;. Podemos
seguir a regra: se N_j_; =0,1,2,3,4, entdo & = X + N_; - 107%: jdse N_,_; = 5,6,7,8,9
entdo & = X + (N_p +1) - 107

No segundo caso é preciso tomar cuidado ao se voltar para a notacao decimal. Se 0 <
N_j; <8, entao

z

Np ...Ng.N_1... N,kJrl(N,k + 1) .
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Se, no entanto, N_; = 9, teremos N_; + 1 = 10. Isso faz com que no lugar de N_j + 1
coloquemos um zero e somemos 1 ao algarismo precedente, N_j1. Mas se N_j1 for também
igual a 9, entao trocamos esse niimero por um zero e somamos 1 ao precedente, até isso nao
mais acontecer. Por exemplo, o arredondamento de 1.5769996 para a sexta casa decimal é
1.577000.

Agora voltemos a questao das operagoes aritméticas. No mundo das méquinas, elas devem
ser feitas sempre respeitando um certo nimero pré-fixado de algarismos significativos. Para
entender bem, nada melhor do que alguns exemplos.

Digamos que se queira efetuar a operagao 2.236 + 12.448, com 4 algarismos significativos.
O primeiro ntimero j4 est4 escrito com 4 algarismos significativos, pois 2.236 = 0.2236 - 10*,
mas o seguinte ndo, pois 12.448 = 0.12448-10%. Entdo arredondamos o segundo para que fique
com 4 algarismos significativos, resultando 0.1245 - 102, ou 12.45, e fazemos a soma: 12.45 +
2.236 = 14.686. A soma, no entanto, tem 5 algarismos significativos, logo somos obrigados
a arredondar o resultado: 14.69. Observe que teriamos obtido um ntimero ligeiramente
diferente se nao houvéssemos arredondado 12.448 para 12.45, pois 2.236 + 12.448 = 14.684
que, arredondado, fica 14.68.

E facil ver que haverd um actimulo de erro se um grande nimero de operacoes aritméticas
for efetuado em cadeia.

Vejamos um exemplo de subtragao: queremos subtrair 0.122 de 943 com 3 algarismos
significativos. Isso da 943, apds arredondamento. Dai pode-se ver que em alguns casos a
ordem das operagoes de adigao e subtracao pode ser importante. Por exemplo,

(943 — 0.122) — 0.405 = 943 — 0.405 = 943,

mas

943 — (0.122 + 0.405) = 943 — 0.527 = 942 .

E preciso tomar bastante cuidado com subtragoes e somas de nimeros com expoentes dispares,
principalmente se essas operagoes forem feitas em grande nimero. Sendo corremos o risco
de subtrair 9430 vezes o nimero 0.1 de 943 e continuar com 943, ao invés de obter zero!!
Também deve-se tomar cuidado com a subtragao de niimeros muito parecidos, cuja diferenca
se encontre além dos digitos significativos, pois pode-se obter um zero onde deveria haver um
nimero simplesmente muito pequeno!

Como regra geral, cada operacao deve ser feita (se possivel com mais algarismos do que
os significativos, o dobro em geral) e o resultado da operac@o arredondado. O mesmo vale
para as operagoes de multiplicagdo e divisdo. Por exemplo, 5.35/7.22, com 3 algarismos
significativos, d4 0.741 (confiral).

Para ilustrar, fagamos o escalonamento e a resolugao de um sistema linear de ordem 3,
usando 3 algarismos significativos. Este exemplo servird para ilustrar como, em linhas gerais,
se d4 a resolucao de um sistema por um programa de computador. Evidentemente um bom
programa (hé alguns ja prontos para uso) tratard de minimizar o quanto for possivel os erros
de arredondamento causados pelo nimero limitado de algarismos significativos. Aqui, ao
contrério, tentaremos levar ao pé da letra a regra de arredondar apéds cada operagao. A regra
s6 nao serd muito clara sobre a ordem de seguidas adigdoes ou multiplicagoes: neste caso,
faremos o arredondamento apds todas as adi¢ées (ou multiplicagoes).

Apos o exemplo, sugerimos ao leitor, como exercicio, que implemente no computador,
usando alguma linguagem (C, Pascal, Fortran, Basic, etc), um programa que resolva sistemas
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lineares de qualquer ordem (que a ordem seja apenas limitada por problemas de falta de
memdria, por exemplo).
Considere o sistema

3.1 2 |-1
1 1 0 2 ,
2 2 -1 1

que tem apenas coeficientes inteiros. Ele tem solugao exata (z1,xz2,x3) = (—%, 1—2?’, 3), que

pode ser obtida por escalonamento também, sem arredondamento (mantendo fragoes).

Nao hé arredondamentos a fazer, no principio, porque todos os coeficientes sao inteiros
com 1 algarismo significativo. O “3” da primeira coluna serve como pivo, pois é maior do que
os demais coeficientes da mesma coluna. A primeira etapa consiste em subtrair da segunda e
da terceira linha multiplos convenientes da primeira para que s6 reste o “3” como coeficiente
nao nulo. Para a segunda linha, o multiplo tem que ser % = 0.333, enquanto que para a
terceira linha ele tem que ser % = 0.667. Chamaremos esses multiplos de multiplicadores.

O leitor pode achar estranho que 1 — 0.333 x 3 = 1 — 0.999 = 0.001, o que faz com que
de fato o primeiro coeficiente da segunda linha nao se anule. Isso serad ignorado na hora de
se fazer o escalonamento. Observe que a escolha do multiplicador como 0.334 nao ajudaria
a resolver o problema. A tnica solucao seria ndo arredondar o multiplicador antes de fazer
a conta, mas nem sempre é isso 0 que acontece num programa.

Dessa primeira etapa sai o sistema

3 1 2 -1
0 0.667 —0.666 2.33
0 1.33 —2.33 1.67

Olhando para a segunda coluna, nota-se que a terceira linha deve servir como pivo, pois 1.33
é maior do que 0.667. Entao faz-se a troca da segunda linha com a terceira, ficando

3 1 2 -1
0 1.33 —2.33 1.67
0 0.667 —0.666 | 2.33

Para a terceira linha, usa-se o multiplicador

0.667
—— =0.502
1.33 0.502,
e dai temos
3 1 2 -1
0 1.33 —-2.33 1.67
0 0 0.504 1.49
Portanto 1.49
T3 = 0504 = 2.96 ,
S 1.67+2.33 x2.96 1.67+6.90 857 6.44
2 1.33 - 133 133
e
—1-6.44—-2 x 2.96 13.4
o aLLL L

3 3
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Observe que nao é preciso, quando se for dividir por 3, calcular %, arredondar e depois

multiplicar pelo numerador. A divisao é considerada uma operacao elementar.

Comparando com a solucao exata, podemos ver que o maior erro absoluto foi de 0.06.
Mais adiante, na Subsecao 2.5.3, veremos como melhorar o célculo, usando o refinamento de
solugoes.

Exercicio 2.1 Faca as contas intermedidrias do exemplo acima. Resolva o sistema do
exemplo acima usando apenas 2 algarismos significativos.

Exercicio 2.2 Implemente a resolucao por escalonamento no computador.

Exercicio 2.3 Resolva o sistema linear
7.01 2.52 | 10.1
0.031 0.789 | 2.6
com 3 algarismos significativos.

Exercicio 2.4 Considere o circuito elétrico da figura abaizo, no qual Ry = 69, Ry = 4L,
Ry = 4Q, Ry = 1Q, Uy = 19V, Uy = 6V e Us = 2V. Utilizando a Lei de Kirchoff (a
soma das diferencas de potenciais em qualquer loop de um circuito é igual a zero) e a Lei
de Ohm (a diferenca de potencial, AV, resultante em um resistor de resisténcia R, devido
a passagem de corrente elétrica I, é AV = RI), obtenha um sistema linear cujas varidveis
sao os valores das correntes I, Is e I3. Utilize o método de Gauss para resolver o sistema
obtido considerando aritmética de ponto flutuante com dois algarismos significativos.

Ry R

19V —=

40
Exercicio 2.5 Dado o sistema linear Ax = b onde
—4.3 —4.2 1.1 3.4
A= 090 —-24 —-0.70 b= 2.1
0.70 —-3.4 —-0.10 -3.3

resolva-o pelo Método de Eliminacdo de Gauss com condensacgao pivotal, utilizando aritmética
de ponto flutuante e 2 algarismos significativos. Nao esqueca de arredondar apds cada
operacao aritmética.

2.3 O determinante no Método de Escalonamento

Observemos em primeiro lugar que as propriedades do determinante! de uma n-upla de
vetores (u1,...,u,) de R™ (normalizagao, alternincia e linearidade) podem ser formuladas

Veja A.8
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diretamente para uma matriz A: 1) det(Id) = 1; 2) a troca de duas colunas faz mudar o
sinal do determinante; e 3) se uma coluna se escreve como combinac¢do au + (v, entdo o
determinante é a soma de « vezes o determinante da mesma matriz com a coluna au + Sv
trocada por u com ( vezes o determinante da mesma matriz com a coluna au + Sv trocada
por v.

Por exemplo, suponha que queiramos calcular

det(ui,ua, ..., u; + Bui, ..., un) ,

que, em termos matriciais, significa somar um multiplo da i-ésima coluna a j-ésima coluna.
Pelas propriedades do determinante,

det(u1,u2,...,u; + Bus, ..., up) = det(ur, ug, ..., Uj, ..., Up) ,

logo o determinante nao se altera quando somamos a uma coluna um miltiplo de uma outra.

Em seguida, ressaltamos que as mesmas propriedades sao validas com linhas ao invés de
colunas. Isso porque ndo é dificil mostrar que a transposta de A, denotada por AT, que é
a matriz A onde se trocam colunas por linhas, tem o mesmo determinante que A. Logo as
propriedades de det A em relacdo a suas linhas sdo as mesmas que det A7 = det A em relacio
a suas colunas.

Portanto todas as operagoes realizadas no Método de Escalonamento nao alteram o deter-
minante da matriz de coeficientes, exceto as trocas de linhas, feitas por conta da condensagao
pivotal, pois cada troca de linha muda o sinal do determinante.

Por outro lado, o resultado final do escalonamento é uma matriz triangular, cujo deter-
minante é dado pelo produto dos coeficientes da diagonal. Entao o determinante do sistema
serd zero se e somente se apos o escalonamento houver um termo nulo na diagonal, e nesse
caso o sistema sera impossivel ou indeterminado.

Isto completa o argumento da Subsegao A.8.3, onde querfamos provar que se A tem inversa
entao det A # 0. Pois se A tem inversa, segue que o sistema tem unica solugao e todos os
termos da diagonal sao nao-nulos, e por conseguinte o determinante do sistema também é
nao-nulo.

2.4 A desvantagem da Regra de Cramer

A Regra de Cramer é uma férmula bastante pratica de se resolver Au = b, usando a nocao
de determinante. Suponha que det A # 0. Nesse caso, existe tnica solu¢do u = (21,...,2y)
para Au = b, mas quais sao os valores de z1,...,T,7

Note que se trocarmos a i-ésima coluna pelo vetor b e calcularmos o determinante da
matriz resultante teremos

det(. .., Ae;_1,b, A6i+1, .. ) = det(. . Aeiq,xAer + ...+ xpAey, A6i+1, .. ) ,

pois b = Au = x1Aey +. ..+ 1z, Ae,, pela linearidade de A. Pela linearidade do determinante,
podemos separé-lo na soma de n determinantes, onde em cada um deles teremos na i-ésima
posicdo um dos vetores x;Ae;. No entanto, apenas o determinante com x; Ae; serd ndo-nulo:

det(. . ,Aeifl, b, A€i+1, . ) = det( cey Aeifl, IiAei, A6i+1, . ) .
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Mais uma vez pela linearidade, podemos tirar o escalar x;, que ficard multiplicado pelo
préprio determinante da matriz A:

det(. .. ,Aeifl, b, A6i+1, .. ) =X; det A .

Logo

2 = det(. .. ,Aeifl, b, A6i+1, .. ) :
det A
que é a Regra de Cramer.

A desvantagem da Regra de Cramer é que o nimero de operagdes necessérias para se che-
gar a solucao é em geral muito maior do que no Método de Escalonamento. Essa comparacao
é feita assim: calcula-se o nimero de operagoes aritméticas necessarias em cada método em
funcdo do tamanho n do sistema linear. Entao vé-se que num método esse nimero cresce
muito mais rapidamente com n do que no outro. Para facilitar a comparagao, ignoraremos as
instrugoes de controle de fluxo que seriam necessérias caso os métodos fossem implementados
num computador.

Um niimero de operagoes aritméticas muito grande é desvantajoso por duas razoes: au-
menta o tempo de computagao e aumenta a propagacgao dos erros de arredondamento.

O numero de produtos de n termos que aparecem no calculo de um determinante é n!
(mostre isso), ou seja, sdo n! operagoes de adicdo. Para obter cada produto sdo n — 1
multiplicagoes, totalizando n!(n—1) operagoes de multiplicagao. Para calcular as n incégnitas,
a Regra de Cramer pede n + 1 determinantes, logo sao nl(n + 1) adigdes e nl(n — 1)(n + 1)
multiplicacoes, mais as n divisoes ao final de tudo.

E quanto ao Método de Escalonamento, quantas operagoes aritméticas serao necessarias?
Em vez de darmos a resposta sugere-se ao leitor fazer por ele mesmo, como indicado no
seguinte exercicio.

Exercicio 2.6 Mostre que o nimero de adigoes/subtracoes, multiplicagoes e divisoes neces-
sdarias para se completar o Método de Escalonamento num sistema linear de n equacoes e n
incégnitas ndo passa de 2n3, para cada uma delas.

Se quisermos comparar o nimero de operagoes totais, vemos que na Regra de Cramer sao
necessarias mais do que n! operacoes.

Exercicio 2.7 Mostre que, quando n é grande entdo n! é muito maior do que 2n>. De fato,

a razao
o2n3

n!
vai a zero quando n vai a infinito. Se vocé mostrou isso com sucesso, verd entdo que Seu
argumento serve para mostrar que, qualquer que seja a poténcia p, a razao

nP

n!
sempre vai a zero. Verifique!

Na verdade, devemos tomar um certo cuidado com a maneira pela qual fizemos a com-
paracao entre os dois métodos. Se estivermos pensando em tempo de computagao, precisamos
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saber quanto a maquina gasta para fazer cada uma das operagoes. A divisao certamente gasta
mais tempo do que as outras operagdes, e 0 Método de Cramer apresenta menos divisoes (ape-
nas n) do que o Método de Escalonamento (cada multiplicador é calculado através de uma
divisdo). J& na contabilidade das outras operagoes o Método de Cramer perde do Método de
Escalonamento, por causa do exercicio acima.

Exercicio 2.8 Suponha que uma divisio nunca demore mais do que T vezes uma mul-
tiplicagao, onde T € uma constante qualquer maior do que zero, e a multiplicacao tome o
mesmo tempo que a adicdo e a subtracao. Decida qual dos métodos € mais vantajoso, sob o
ponto de vista de tempo de computacdo para completd-lo.

2.5 Sistemas mal-condicionados e refinamento de solucao

2.5.1 Sistemas mal-condicionados

Na teoria, se um sistema linear Au = b satisfaz det A # 0, entdo existe uma e s6 uma
solucao u. Na pratica, porém, quando resolvemos o sistema via computador, erros podem
se acumular e a solugao se afastar da solucao verdadeira. Isso pode ser parcialmente sanado
pela Condensacao Pivotal, descrita no Capitulo 2, e pelo Método de Refinamento, do qual
daremos uma idéia abaixo.

O principal problema vem do fato de que muitas vezes os coeficientes do sistema e os
termos independentes sao retirados de medidas fisicas ou de modelos aproximados. Para
alguns sistemas, a solucao pode depender sensivelmente de seus coeficientes, a ponto de
pequenas incertezas em seus valores provocarem grandes alteragoes na solucao final. Esses
sistemas sao chamados de mal-condicionados.

Para exemplificar, consideremos o sistema 2 x 2

r  + Y = 1
992 + 100y = 99.5 °
que tem solugéo unica e exata x = 0.5, y = 0.5. Agora considere o sistema

T + Y = 1
994z + 99.9y 99.2

com alteracgoes de nao mais do que 0.5% nos coeficientes originais (o que é bastante razodvel
para uma medida experimental). Sua solugdo dnica e exata é x = 1.4, y = —0.4, radicalmente
diferente da anterior.

Para entender porque isso acontece, experimente o leitor, para cada um dos dois sistemas,
desenhar as retas que correspondem a cada uma das equacoes. Nota-se que o problema é
devido ao fato de que as retas correspondentes a cada equagao sao quase paralelas, o que
faz com que o ponto de interseccao das duas seja muito sensivel a pequenas mudangas nos
coeficientes.

A idéia vale em dimensoes mais altas, se pensarmos em hiperplanos quase paralelos, no
lugar de retas. Podemos também pensar nos vetores-coluna de A (ou nos vetores-linha):
se Aey, Aes, ..., Ae, forem “quase” linearmente dependentes, entdo o sistema serd mal-
condicionado.
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Uma maneira de se “medir” o condicionamento da matriz seria calculando seu deter-
minante (embora muitas vezes sé possamos conhecé-lo depois de escalonar a matriz). O
determinante é o hipervolume (com sinal) do hiperparalelepipedo formado pelos vetores-
coluna Aeq, Aes, ..., Ae,. Se esses vetores forem quase linearmente dependentes, entdo o
hiperparalelepipedo sera “achatado”, e portanto terd volume pequeno. O argumento s6 falha
no sentido de que o volume nao depende somente do grau de achatamento do hiperparale-
lepipedo, mas também do comprimento de cada vetor. Entdo uma medida mais confidvel
seria tomar o hipervolume do hiperparalelepipedo formado pela normalizacao desses vetores,

isto é, pelos vetores
Aei

U el
Esse nimero estard entre 0 e 1, e quando estiver perto de zero significa que a matriz é
mal-condicionada.
Em resumo, o nimero de condicionamento pode ser achado assim: (i) substitua cada
coluna Ae; da matriz pelo vetor v; = IIQZII’ lembrando que a norma (euclideana) ||u|| de um

vetor u = (x1,...,2,) é dada por |jul| = (22 + ... + 22)/?; (ii) calcule o valor absoluto do

determinante da nova matriz; (iii) observe se o nimero obtido estd préximo de zero ou de
um: se estiver perto de zero entdao a matriz A é mal-condicionada.

H& outras medidas do condicionamento de uma matriz, assim como hé férmulas que
relacionam o erro cometido no Método de Escalonamento com essas medidas e com o niimero
de algarismos significativos utilizados nas contas. Isso tudo no entanto foge ao escopo dessas
notas. Além do mais, medidas de condicionamento sdo dificilmente aplicdveis na pratica,
pois sdo tao (ou mais) dificeis de serem obtidas quanto a prépria solugao do sistema linear.

2.5.2 Matrizes de Hilbert

Para que o leitor se familiarize melhor com o problema do mau condicionamento, sugerimos
que acompanhe o seguinte Exemplo.
Considere o sistema

X1 + lIQ —|— lIg = 1
%Il + %:172 + %IB = 1
51171 —+ ZI2 + gfl?g = 1

Resolvendo o sistema por escalonamento (sem troca de linhas, pois ndo sao necessérias
para a condensacao pivotal), e fazendo contas com fragdes exatas, obtemos a solucao exata
(l‘l, o, 1'3) = (3, —24, 30)

Se, por outro lado, usarmos dois algarismos significativos (% = 0.33, por exemplo) e se-
guirmos exatamente o mesmo procedimento, obteremos (0.9, —11,17). Com trés algarismos
significativos, chegaremos em (2.64, —21.8,27.8), resultado mais préximo mas ainda estra-
nhamente longe da solucao exata.

Matrizes do tipo

! 1
111 EE
2 3 4 n+1
1 1 1 1

n+tl nt+2 7 2n—1
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sao chamadas de matrizes de Hilbert, e aparecem naturalmente no problema do ajuste poli-
nomial, como veremos mais adiante (vide Subsegéo 5.7.2).

2.5.3 Refinamento

Uma das maneiras de sanar o problema de se encontrar uma solugao “ruim”, causada pelo
mau condicionamento do sistema, é fazer o refinamento, que consiste em obter uma solucao
@ de Au = b, mesmo que nao correta (por causa dos erros de arredondamento), e depois
melhora-la.

Para melhorar u, definimos a diferenca w = u — 4 para a solugao verdadeira u, e tentamos
calcular w. Como u = @ + w, entao

logo
Aw=0b— Ada .

Ou seja, a diferenca w entre u e 4 é a solugao de um sistema linear, onde os termos indepen-
dentes sao dados por b — A e os coeficientes sdo os mesmos do sistema linear original (o que
facilita as coisas do ponto de vista de programacao).

O método pode ser implementado assim: calcula-se a primeira solucio aproximada u(%).
Calcula-se entdo w®) = u — u(® resolvendo-se o sistema

Aw® = b — AuO

Se a solucao desse sistema nao contivesse erros, entao u = 1 +w) seria a solucao correta.
Como erros sio inevitaveis, u(?) +w(® pode néo ser a solucio exata, e serd chamada de u(!).
Calcula-se entdo w) = u — uV), resolvendo-se

Aw® = b — AV |

e em seguida define-se u(? = u(!) + w® . E assim por diante.
Vejamos um exemplo ilustrativo. Na Secao 2.2, usamos 3 algarismos significativos para
resolver

3 1 2 -1
1 1 0 2
2 2 -1 1

Os passos do escalonamento ali usados sao importantes para nao se repetir as mesmas contas
a cada etapa do refinamento.
A solucéo obtida pode ser considerada uma primeira aproximacao, chamada de u():

—4.47
u®) = 6.44
2.96

Calculamos entdo Au(®, que é o teste usual para ver se u(?) é realmente solucdo. Obtemos

—1.04
Au® = 1.97 | .,
1
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sempre usando 3 algarismos significativos, e entao tiramos a diferenca

0.04
b— Au® = 0.03
0

Agora queremos obter w do sistema Aw = b — Au(?), para chegar & etapa seguinte, com
v =4 4 w. Ou seja, temos que resolver o sistema

3 1 2 0.04
1 1 0 0.03
3 2 -1 0

Se procedermos ao escalonamento, seguiremos exatamente os mesmos passos feitos na Secgao 2.2.
Entao nao precisamos fazer tudo de novo no lado esquerdo, somente no vetor de termos in-
dependentes do lado direito.

As transformagoes do lado direito sao

004 0.04 ) 0.04 . 0.04
0.03 | -4 0.0167 | -2 —0.0267 | =2 —0.0267 | ,
0 —0.0267 0.0167 0.0301

onde em (i) subtraimos da segunda linha 0.333 vezes a primeira linha e da terceira linha
subtraimos 0.667 vezes a primeira linha, em (ii) trocamos as posigoes da segunda e da ter-
ceira linhas e em (iii) subtraimos da terceira linha 0.502 vezes a segunda linha. O sistema
escalonado fica

3 1 2 0.04
0 1.33 —2.33 —0.0267 ,
0 0 0.504 0.0301

e daf chegamos a w = (wy, w2, w3) = (—0.0543,0.0842,0.0597). Somando com u(®) obtemos
uM) = (=4.52,6.52, 3.02), com erro absoluto méximo de 0.02.

Para conferir, notamos que Au(") = (—1.04,2,0.94), nada muito melhor do que Au(®.
De fato, mesmo com a possibilidade de refinamento, a solucao de partida ja era bastante
razoavel. Vale a pena o leitor fazer mais algumas etapas, e conferir os seguintes valores:

—4.44 —453
u? = 6.44 | ,u® = 6.53
2.96 3.02

Com a limitagado do nimero de algarismos significativos, nao é certeza que o refinamento
levard a melhor aproximagao da solugao correta. Melhores resultados sao obtidos se, no
célculo de b — Au'? | for usada precisio dupla (isto é, o dobro de algarismos significativos),
uma vez que b e Au(? sdo vetores cujas coordenadas tém valores muito préximos. Obviamente
os beneficios da precisao dupla podem ser usados nos computadores e calculadoras modernos,
quando se escrevem varias operagoes concatenadas na mesma linha e o arredondamento para
precisao simples s6 é feito no final. Isto diminui sensivelmente o acimulo de erros.

E preciso também colocar um critério de parada, principalmente no caso de se fazer a
implementacio no computador. O critério pode ser feito nas solucdes u(® ou nos testes Au®.
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Por exemplo, se u™ = (uy,usg, ..., u,) e u™) = (41, 4o, ..., u,), pode-se comparar o quanto
as coordenadas variam, relativamente, da etapa ¢ para a etapa ¢+ 1, olhando para os ntimeros

|u1 _ﬁll |un _ﬁnl

e
||

ol ey
e pedindo que eles sejam menores do que um certo valor (por exemplo, 0.05, significando 5%
de variagao). O problema é quando o denominador é igual a zero. Pode-se convencionar que:
(i) se u; = 0 e 4; = 0 ent@o a variacdo é zero; (ii) se u; = 0 e G; # 0, entéo a variagdo é igual
a 1 (o que, em geral, fard com que o processo continue).

Exercicio 2.9 Melhorar o programa que implementa o Método de Escalonamento com con-
densacdo pivotal, acrescentando o refinamento, com algum critério de parada. Para fazer o
refinamento, o programa deve utilizar o “historico” do escalonamento, isto €, os multiplica-
dores e as trocas de linha (para que nao se repita tudo a cada etapa,).

Exercicio 2.10 Tome o sistema discutido na Subsecdo 2.5.2 e sua solucdo obtida com
2 algarismos significativos, chamando-a de u(®). Obtenha o refinamento u?), calculando
b— Au® com dupla precisio.

Exercicio 2.11 Considere o sistema

1/2 1/3 1/4] -1
1/3 1/4 1/5
1/4 1/5 1/6| 1

o

(a) Ache sua solugdo exata.
(b) Resolva-o com dois algarismos significativos.

(c) Agora faca a sequinte experiéncia: escreva o mesmo sistema, arredondando para dois
algarismos significativos, mas a partir dai ache sua solu¢ao usando o mdzrimo de alga-
rismos significativos que sua calculadora permite. Compare com a solucdo exata. Isto
mostra que o refinamento também ¢é limitado pelo arredondamento inicial que, num sis-
tema mal-condicionado, pode alterar drasticamente a solugao.

Exercicio 2.12 Dado o sistema linear Az = b onde

32 —50 —4.0 2.5
A= —-30 -—29 -27 b= —44 |,
~1.5 —040 1.1 35

apds resolvé-lo utilizando o Método de Eliminacao de Gauss com condensacdo pivotal e
aritmética de ponto flutuante com 2 algarismos significativos, obtivemos

i —32 —50 —4.0 1 4.4
A= 047] 20 3.0 p=1 3 2@ =1 —75
0.94  0.90 | —1.6 2 5.6

Ezecute uma etapa de refinamento.
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Capitulo 3

Métodos iterativos

3.1 O Método de Jacobi

O Método de Jacobi é um procedimento iterativo para a resolucao de sistemas lineares. Tem
a vantagem de ser mais simples de se implementar no computador do que o Método de
Escalonamento, e estd menos sujeito ao acumulo de erros de arredondamento. Seu grande
defeito, no entanto, é ndo funcionar em todos os casos.

Suponha um sistema linear nas incognitas 1, ..., £, da seguinte forma:
a;lry + ai2r2 + ars + ...+ awrT, = b
aziry + ar2 + axzry + ... + AT, = b
ap1T1 + Gp2T2 + anp3Ts + ... + GpnTp = bn
Suponha também que todos os termos a;; sejam diferentes de zero (i = 1,...,n). Se ndo

for o caso, isso as vezes pode ser resolvido com uma troca na ordem das equagoes. Entao a
solucao desse sistema satisfaz

1
r = — [bl — 1222 —A133 — ... — alnIn]
a1y
1
Ty = — [by —ax1 — a3%3 — ... — A2nTp]
a22
1
Tpn = — [bn — Ap1T1 — Qp2T2 — ... — an,n—lxn—l]
ann
Em outras palavras, se (z1,...,x,) for solu¢do do sistema e esses valores forem “colocados”
no lado direito das equagoes, entao resultarao no lado esquerdo os mesmos valores x1, ..., Zy.
, . . 0 0
O Método de Jacobi consiste em “chutar” valores xg ), cen :E% ), colocar esses valores no
- - ! 1 .
lado direito das equacgoes, obter dai :cg ), e ,x% ), em seguida colocar esses novos valores nas

37
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(2) (2)

equagoes e obter z;”, ...,z , etc. Entao
k+1 1 k k
arg - 2 (bl — auxé ) _ a,lg.fé ) _ .= alnxg“))
aii
k 1 k k
Ig o= = (52 - a21x§ ) - 6L2333g f— - a2nI§1k))
a22
1 k k k
:17,(1“1) = — (bn — anlxg ) _ angxé )= anﬁn,lx;_)l)
a/”l’ﬂ
Espera-se que para todo i = 1,...,n a seqiiéncia {xgk)}k convirja para o valor verdadeiro x;.

Como dissemos, no entanto, nem sempre ocorre essa convergéncia. Serd que é possivel
saber de antemao se o método vai ou nao vai funcionar?

Daremos um critério, chamado de ‘Critério das Linhas’ que, se for satisfeito, implica na
convergéncia do Método. Infelizmente, dai nao poderemos concluir a afirmativa inversa. Isto
é, é falso dizer “nao satisfaz o Critério das Linhas entdo nao converge”. Pode haver sistemas
em que o Método de Jacobi funcione porém nao satisfaga o Critério das Linhas.

3.2 Critério das Linhas

O Critério das Linhas pede que

n
> laijl < laii

ji=1

J#i
para todo i = 1,...,n. Em palavras: “o valor absoluto do termo diagonal na linha i é maior
do que a soma dos valores absolutos de todos os outros termos na mesma linha”, ou seja, a
diagonal da matriz do sistema linear é dominante.

E importante observar que o Critério das Linhas pode deixar de ser satisfeito se houver

troca na ordem das equacoes, e vice-versa: uma troca cuidadosa pode fazer com que o sistema
passe a satisfazer o Critério.

Teorema. Se o sistema linear satisfaz o Critério das Linhas entdo o Método de Jacobi
converge.

Sugerimos o seguinte exercicio, antes de passarmos a demonstragao desse Teorema.

Exercicio 3.1 Mostre que os sistemas lineares gerados por problemas de contorno (Se¢do 1.8)
em geral nao satisfazem o Critério das Linhas. Mesmo assim, monte um programa de com-
putador que resolva o problema, baseado mo Método de Jacobi. O que acontece?

Para provar o Teorema, precisamos mostrar (usando o Critério das Linhas) que as seqiiéncias
(k) ng) oz (0) IgO) (0)

Ty, , formadas a partir dos chutes iniciais z; ’, ,e-yXp,’, CONVErgem para os
valores procurados x1, ..., x,. Entao precisamos mostrar que
(k) k—oo (k) k—oo k k—o0
|z —x1| — 0, |23 —x2]| — 0, ..., |:c£1)—a:n| — 0,
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ou, introduzindo uma notagao mais compacta, de forma que
A(k) = Apax (@, 2) = max{|:vgk) —z1)y. .2 — 2} gty

De fato, iremos mostrar que A(k) decai geometricamente, isto é, existem um A < 1 e uma

constante ¢ > 0 tal que
A(k) < e,

e isso provara nossa afirmacao.
Ja para conseguir essa desigualdade, provaremos que para todo k£ > 1 vale

A(k) < AAk-1).
Entao teremos

AA(0)
AA(1) < A2A(0)

IAIA

A(k). < ')\kA(O) ,

ou seja, a constante ¢ pode ser o préprio A(0), que é a maior diferenca entre o valor inicial
e a solugao verdadeira.

Por sua vez, provar que
Alk) < AA(E-1)

remete a provar que, para todo i =1,...,n, vale

o) — 2] <Ak —1) = A max |2 — gy

1=1,..., n

Faremos a demonstracao completa para ¢ = 1, mas ficara claro que o argumento valera para
(k)

i

todo i = 1,...,n, desde que escolhamos A\ adequadamente. Precisamos escrever x
lembrando que

— Ty,

(k) _ 1 (k1) (k—1) k-1
2y = — b1 — a2z, — a1375 — .= alngcsI )
a1
e, COmMo oS &1, ..., T, formam uma solugao,
1
xr, = a— (b1 — a122 — A13L3 — ... — CLln.In) .
11

Entao

k 1 k- k- -
2 gy = o (alg(xg — a8 fagg(es — ) L+ arn (@, — 2 1))) .
Tomando o valor absoluto (o médulo) e lembrando que “o médulo da soma é menor ou igual
a soma dos modulos”, temos

™ — 2| <

k— k— —
o (laszl e =70 Jonal g =270 sl o — 2701

lai1



40 CAPITULO 3. METODOS ITERATIVOS

Note, no entanto, que por defini¢ao

|z — x(k_1)| < max |x; — x(k_l)| =Ak-1),
J i=1,....,n v

portanto

|CL12| + |CL13| + e + |CL1n|A

(k)
x X <
| 1 1| =~ | 11|

(k—=1).
Agora definimos a constante

_ laiz| + lais| + - .. + [a1n]

|a11]

A1

)

que deve ser menor do que 1, pelo Critério das Linhas. Entao
127 — | < MAK—1) .
Para as outras linhas todo o procedimento é andlogo, e sempre resultara

|$§k) — LL‘l| S )\lA(k — 1) 5

para todo ¢ = 1,...,n, onde
1 n
)\i = — Z |aij| .
lag|
J=1
J#
O Critério das Linhas garante que \; < 1, para todo i = 1,...,n. Se definirmos agora
A= max \;,
=1,..., n
entao
| )—xl| <AA(k-1),
logo

como queriamos demonstrar!

3.3 Critério de parada

Da desigualdade A(k) < AA(k—1), podemos deduzir uma expressao que relaciona A(k) com

Amax (z*7D 20y = max |x§k_l) - :vl(-k)| que corresponde & variacio maxima entre z(#~1)

i=1,...,n
ez,
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De fato, de A(k) < AA(k — 1) segue que

max |x£k) —2;] <X ma |:vz(-k71) — 2]
1=1,...,n 1=1,...,n
k— k k
=2 max [of" Y — 2 42t —a
k— k k
<2 s (I =l
< A max |ar(-k_1) - a:(-k)| + A max |3:(k) — ]
. [ [ . i
1=1,...,n 1=1,...,n
Assim
(1—X) max |x(k) —z;] <A ma |:v(-k71) - x(k)|
i=1,....n " i=1,..n ° v
e finalmente
max |x(k) —z;] < —/—— max |x(k71) - :v(-k)|
i=1,...n " 1—Xi=1,..n * v
que com nossa notacao compacta se torna
A (h=1) 3 (k)
A(k) S mAmax(x , L )

Um critério de parada para o Método de Jacobi consiste em calcular o lado direito da desi-
gualdade acima e parar quando esta for menor que a precisao desejada.
Outro critério de parada é aquele em que somente calculamos a iteracao seguinte caso a
variacao relativa seja maior que uma quantidade p pré-fixada, isto é, se
i =) = pla]

K3 2 — K3 |

para algum ¢ = 1, ..., n. Entretanto este segundo critério nao garante que a distancia entre
z(®) e z seja menor que p. Muitas vezes a velocidade de convergéncia do método é muito
lenta e mesmo longe da solugao, a variagao relativa das solugoes aproximadas pode ser muito

pequena.

3.4 O Método de Gauss-Seidel

O Método de Jacobi poderia ser aplicado nos problemas de contorno da Secao 1.8, mas
somente pelo Critério das Linhas nao seria possivel afirmar que haveria convergéncia, pois os
vértices livres produzem equacoes onde o elemento da diagonal é exatamente igual a soma
dos demais termos, o que significa, na notagao da Segao anterior, que A\; = 1, para alguns
valores de 1.

Experimentos numéricos evidenciam que de fato hé convergéncia do Método de Jacobi
nesses casos, embora ela seja muito lenta, principalmente se o niimero de vértices da grade
for muito grande. Embora a convergéncia possa ser demonstrada matematicamente, com
critérios menos exigentes que o Critério das Linhas, discutiremos nesta Se¢do uma variagao
do Método de Jacobi, chamada de Método de Gauss-Seidel. Sua eficicia ficard demonstrada
a partir de uma hipdtese mais fraca que o Critério das Linhas, chamada de Critério de
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Sassenfeld. Nao serd dificil mostrar que os problemas de contorno citados satisfazem esse

critério, desde que se tenha um minimo de cuidado na numeracao dos vértices livres.

(k+1) xslkﬂ))

No Método de Jacobi, calcula-se o vetor (z; R, (k)

a partir do vetor (x;"’, ...,
x%k)) da seguinte forma:

(k+1) a2 a1z ... Qin (k)
" bi/an anan arr T
a1 az3 e a2n
$2 . bQ/CLQQ a2 0 a2 az2 IQ
= . — ’
k+1) an1 an2 an3 . k
‘I'EI bn/ann Ann Ann Ann O Igl )

ou, de forma sucinta,
u ) = — Bu®

Em cada etapa, as coordenadas :cgkﬂ), ce :c%kﬂ) de u**t1) sao obtidas todas de uma vez
sé, a partir das coordenadas xgk), e xslk) de u®).

J4a no Método de Gauss-Seidel as coordenadas atualizadas sao imediatamente usadas na
atualizacao das demais. Explicitamente, temos

1
xngrl) = — (bl - G12$ék) - 013$gk) - alnw%“)
a11
1
xékJrl) = — (b2 - a21$§k+1) - (12355§,k) T a2n$$zk)>
a22
1
N (b3 ~ g gD L agnxgc))
ass
1
xslkﬂ) _ (bn B anlxgk—i-l) _ an2xgk+l) . anynflx;kj-ll))
ann

Para introduzir o Critério de Sassenfeld e discutir a convergéncia, é melhor ilustrarmos
com um sistema com 4 equagoes. Depois enunciaremos o Critério para sistemas com um
nimero qualquer de equacoes, e ficara claro que os argumentos se generalizam. Com isso,
evitaremos o excesso de elipses (os trés pontinhos), e o critério emergird de modo natural.

Assim como na Segdo anterior, queremos avaliar a diferenga entre a aproximagao obtida
na etapa k e a solugao original, e mostrar que essa diferenca se reduz a cada etapa. Para
medir essa diferenca, tomamos

A(k) = max |z{" — 2],

1=1,...,n

onde x1,...,x, representa a solugao verdadeira. Mais uma vez, nosso objetivo é mostrar que
existe A < 1 tal que
Ak +1) < AA(k),

e para isso precisaremos mostrar que

ot — | < AA(R)
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paratodot=1,...,n.
Num sistema de 4 equagoes e 4 incégnitas temos

xngrl) Ly = ail (a12(x2 _ xék)) + ar3(zs — ;Egk)) +aa(ry — :cflk)))
xékﬂ) -z = ; (azl 1 — 171 1)) + ags(z3 — xék)> +aza (s — xik)))
A iy = L (anlor = ) & aten = 1) + ano - o)
S g %44 (a41 2 4 aga (g — 28 + ays (g — ﬂﬁgkﬂ)))
Da primeira equagao, sai
| la1s]

|I§k+1)—171|§ a12
11|

Como |x; — 33 | < A(k), para todo ¢ = 1,2, 3,4, entdo

) 4 |a4| |24

()
| T2 + r3 — -z
| | | 11| | 3 |a11| 4 |

|$§k+1) o< la12| + |a13| + |a14|A(k) '
a1
Definimos
lai2| + |a13| + |a14]
a1

P =

3

para ficar com
2 — 21| < BIAR) .

Agora levamos em conta essa ultima inequacdo para mostrar que

e gy < Brlas| +|Cl¢2122|3| + |a24| A(k) = BoA(R) .

Continuando, obtemos

asz1| + O2laz2| + |a
|xék+l) _CE3| < 61| 31| |6aQ3|3|32| | 34|A(k) = 63A(]€)

|£L'£lk+1) _ £L'4| 51|a41| + ﬁflj:rl + 63|a43| ( ) = ﬁ4A(/€) )

Em conclusao, mostramos que

5D | < BiAK)

logo

A(k+1) < (i:r{{%A Bi)A(k) .
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Se cada um dos nimeros 31, B2, B3 e B4 for menor do que 1, entdo teremos A(k+1) < AA(k),
com A\ < 1.

Para um sistema linear de n equagoes e n incognitas, o Critério de Sassenfeld pode ser
enunciado de forma indutiva, da seguinte maneira. Primeiro,

8 = la12| + |a1s| + - .. + |a1n]

lazi]|

como no Critério das Linhas. Os demais coeficientes sao definidos indutivamente. Suponha
que ja tenham sido definidos 31, (B, ..., Bi—1, para i > 2. Entao (3; se define como

_ Bilaa|+ .o Bicalaiia] F lagi] A [an]
- b

|aii

Bi

isto é, no numerador os (3;’s aparecem multiplicando os coeficientes da linha ¢ a esquerda
da diagonal, enquanto que os coeficientes a direita da diagonal sao multiplicados por 1. O
coeficiente da diagonal aparece no denominador (como no Critério das Linhas) e ndo aparece
no numerador.
Analogamente ao Método de Jacobi, o Método de Gauss-Seidel também tem a desigual-
dade
Adk) < -2
T 1=A
desde que A = max (; seja estritamente menor que 1.
U )

Amax(x(k_l) ) x(k))

Exercicio 3.2 Tente mostrar o Critério de Sassenfeld n x n.

Exercicio 3.3 Mostre que os problemas de contorno da Se¢ao 1.8 satisfazem o Critério de

Sassenfeld

Exercicio 3.4 Obtenha a solugdo com 8 algarismos significativos do sistema linear

4dry + 2x9 + r3 = 11
—X1 + 2{E2 = 3
2$1 —|— X9 + 4173 16

usando o Método de Jacobi e o Método de Gauss-Seidel. Compare a velocidade de con-
vergéncia nos dois métodos.

m N < | w

1
X
5| w
-

Exercicio 3.5 Considere a tabela acima. Use o Método de Gauss-Seidel para achar x,y, z, w
tais que cada casinha que contenha uma incégnita seja a média das quatro adjacentes (con-
siderando apenas verticais e horizontais). Faga 4 iteragées, partindo de (xo,yo, 20, Wo) =
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(0,0,0,0), e arredondando para 2 algarismos significativos apds cada etapa. (Veja a Se¢io 1.8
na pdgina 18.)

Exercicio 3.6 Considere o sistema linear Az = b, onde

-1 4 =3 4
A= -5 -3 8 eb=1 -3
—6 2 3 3

(a) A matriz A satisfaz o Critério das Linhas para alguma permutagao de linhas?

(b) A matriz A tem alguma permutagao das linhas a qual satisfaz o Critério de Sassenfeld ¢
Qual? Justifique.

(¢) Escreva as equagoes de recorréncia do método de Gauss-Seidel e calcule uma iteracdo a
partir de (9 = (1,0,0).

(d) Sabendo-se que a solugao exata estd em [—3,4] x [—1,5] x [=2,2], quantas iteragdes sao
necessdrias para que o erro seja menor que 10722

Exercicio 3.7 Considere os sistemas lineares

dr + ly + lz = 2 Sr + 2y + 25z = 6
(1) 2¢ — 5y + 1z = 3 e (2) 2v 0 — 5y + 1z = 3
lx + 1y + 15z = 4 lr + 1ly + 15z = 4

Observe que o sistema (2) foi obtido do sistema (1) substituindo-se a primeira equacgdo de
(1) pela soma desta com a 4ltima equagao de (1). Portanto eles sdo equivalentes.

Queremos encontrar a solug¢do do sistema (1) (ou (2)) usando o Método de Gauss-Seidel,
partindo de um certo chute inicial fizado (xo,Yo,20), de forma a obter a melhor precisao
possivel na vigésima iteragao.

A qual dos dois sistemas devemos aplicar o Método de Gauss-Seidel sequndo esse objetivo?
Justifique.
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Capitulo 4

Ajuste de funcoes

4.1 O problema do ajuste

y
Em medidas experimentais, freqiientemente nos deparamos .
com uma tabela de dados (x;,y;), ¢ = 1,..., N, que re-
presentamos visualmente por meio de um grafico. Em ge- Yl . °
ral, esperamos que haja uma relagao entre a variavel y e a ! !
varidvel x, que seria expressa por uma fungao: y = f(x). ° ool °
o : X
° %

Muitas vezes nao dispomos de um modelo que explique a dependéncia de y em relagao a x,
de forma que nao podemos deduzir essa fungao apenas de teoria. De fato, o experimento pode
se dar justamente como uma forma de investigar essa relacdo, para criar um embasamento
da teoria sobre dados reais.

Mesmo que o experimento nao culmine num modelo teérico, é sempre desejavel ter um
modelo preditor, quer dizer, é interessante saber prever, pelo menos de forma aproximada,
em que resultard a medida de y se soubermos x. Por exemplo, suponha que queiramos usar
um elastico como dinamometro. Para isso, fixamos uma das extremidades do elastico e na
outra extremidade penduramos o objeto do qual desejamos conhecer o peso. Quanto mais
pesado for o objeto, mais o eldstico se distendera, isso é ébvio, mas nds gostariamos de obter,
a partir da distensao do elastico, um valor numérico para seu peso. Neste exemplo, = é a
distensao do eldstico e y o peso do objeto (ou poderia ser o contrério, se desejassemos prever
a distensdo que o eldstico teria para um determinado peso).

Para ter uma férmula a ser usada no dinamoémetro precisamos conhecer muito bem como
se comporta nosso elastico. Para isso, fazemos véarias medidas do montante da distensao em
fungdo do peso do objeto, o que nos dard uma cole¢ao de dados (x;,y;), ¢ = 1,...,N. O
que nés queremos agora é encontrar uma funcdo y = f(x) que se aproxime o melhor possivel

49
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desses dados, mas como? E desejavel também que a férmula de f nao seja muito complicada,
pois isso facilitaria mais tarde sua utilizagao como preditor.

E claro que o problema, colocado dessa forma, parece muito complicado. No entanto,
podemos restringir bastante o universo das fungoes candidatas, e dentro desse conjunto menor
de fungoes procurar aquela que melhor se adapte a nossos pontos.

Além disso, é preciso estabelecer um critério comparativo do que seja a qualidade de uma

aproximagao. Isto é, como decidir se uma fungao se adequa mais aos dados do que outra?

4.2 Os minimos quadrados

Precisamos de uma medida numérica para avaliar a qualidade de uma aproximacao. Isto
é, temos uma colecao de dados (x;,¥;), ¢ = 1,..., N, e queremos avaliar o quanto uma
determinada fungao f difere desses dados, associando a f um nimero Q(f). Esse nimero
deve ser sempre nao-negativo, e deve ser usado de forma comparativa: se Q(f1) for menor
do que Q(f2) entdo fi é uma aproximagao aos dados melhor do que fs.

Evidentemente ha um certo grau de arbitrariedade no método que escolhemos para de-
terminar Q. Aqui adotaremos o mais comum deles, que pode ser justificado por razoes

estatisticas fora do alcance destas notas, e é conhecido como qui-quadrado (sem pesos, na
Segao 6.4 abordamos o qui-quadrado com pesos):

a distancia de f(z) aos dados experimentais é definida como y

sendo
N

QU = _(fmi) —w)*.
; f(x,)
i=1 1/
Em palavras, temos que avaliar, para cada x;, a diferenca e
entre o dado y; e o valor de f em z;, elevar essa diferenga ao
quadrado e depois somar os resultados obtidos para cada

Z;.

Exercicio 4.1 Dados os pontos (—2.8,—1.6), (1.6, —0.6), (3.0,2.4), (4.5,4.0), (6.0,5.7) e as
fungées afins fi(z) = —0.8 4+ 0.86z e fa(x) = —1.0 4+ 1.322, qual das duas fungioes se ajusta
melhor aos dados, usando o critério do qui-quadrado? Desenhe as retas e 0s pontos em papel
milimetrado antes de fazer as contas, e procure adivinhar o resultado por antecipacdo.

4.3 Parametros

Precisamos resolver também a questao do conjunto de fungoes aonde vamos procurar aquela
que minimiza o qui-quadrado. Veja que o problema em alguns casos perde o sentido se nao

fizermos isso. De fato, para qualquer conjunto de dados (x;,y;), ¢ = 1,..., N, onde os x;’s
nunca se repitam, sempre podemos achar um polindémio de grau N — 1 tal que p(z;) = y;,
para todo ¢ = 1,..., N, como vimos nas Secoes 1.5 e A.7. Com isso, Q(p) é zero e ndo hd

como encontrar uma funcao melhor do que essa.
O bom senso, no entanto, levara a concluir que isso nao vale a pena. Duas razoes concretas
podem ser dadas imediatamente: se a quantidade de dados for muito grande, serd necessario
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achar um polinémio de grau bastante grande para interpolar esses dados. Havera a dificuldade
de se achar o polinémio e depois a dificuldade de se utiliza-lo.

Menos objetiva do que essa razao é o fato bastante comum em experiéncias de que sabemos
muitas vezes de antemao que tipo de fung@o estamos procurando. Para ilustrar, vejamos
alguns exemplos.

4.3.1 Densidade

Suponha que queiramos determinar a densidade de um certo material. O procedimento é
claro, se dispusermos dos instrumentos adequados. Basta medir o volume de uma certa
quantidade de material, sua massa e proceder a razao massa por volume.

Se estivermos um pouco mais preocupados com a precisao do resultado, faremos mais
medidas e, evidentemente, tiraremos a média dos resultados. Se, no entanto, essas medidas
forem tomadas com volumes diferentes, convém fazer um grafico Massa (m) vs. Volume (V).
Veremos que podemos também tirar um valor para a densidade a partir desse grafico.

Chamando de py a densidade do material, temos que m = f(V) = poV, o que em
portugués pode ser assim entendido: “a massa do material depende apenas de seu volume,
e essa dependéncia é explicitamente dada por pgV, onde py é uma constante fixa chamada
densidade”’. Se admitirmos que isso é verdade podemos tentar, a partir do grafico, achar o
valor de pyg.

Para achar o valor de py que melhor se adapta aos dados experimentais recorremos ao
qui-quadrado. Olhamos (num sentido abstrato) para todas as possiveis fungoes f,(V) = pV,
cujos graficos sao retas de inclinagao p, passando pela origem. Observe que cada funcao
fp é uma funcdo de uma varidvel (V), mas que depende do nimero p, que é chamado de
parametro.

Para cada fungéo f, podemos medir o qui-quadrado Q(f,), e depois procurar o parametro
p para o qual Q(f,) é minimo. Como p varia ao longo da reta real, a funcao p — Q(f,) é
uma func¢do de uma varidvel, que denotaremos simplesmente por Q(p). Note agora que p,
que era parametro para f,(V'), agora é a prépria varidvel de Q(p) = Q(f,)!

Podemos visualizar Q(p) através de um grafico. Se hou- Q(p)
ver um minimo, ele pode ser encontrado com exatidao
procurando-se pg tal que

QI(PO) =0.

(Porém atencdo: @'(p) = 0 ndo implica necessariamente
que p seja minimo, poderia se tratar de um maximo, ou um
ponto de inflexao com derivada zero. Somento o inverso é
vélido: se p for minimo, entdo Q’(p) =0.)

S
°
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4.3.2 Catenaria

Quando suspendemos uma corrente em dois pon-
tos de sustentagao, nao necessariamente horizontal-
mente alinhados, ela assume um determinado for-
mato (entre os dois pontos de sustentagao), dado pela
funcao catendria:

() = ~cosh(er) ~1)

onde cosh é a fungdo conhecida como cosseno hiperbdlico, e é dada por

et +e”

hx =
cosnx B

Observe que a fungao foi dada de tal forma que para z = 0 ela vale 0, ou seja, a origem das
coordenadas é imposta como sendo o ponto de minimo da corrente (uma justificativa para
essa funcao serd dada na Subsegdo 17.3.5).

Na expressao de f também aparece uma constante ¢, que é um numero. Esse numero
nao é conhecido a priori, pois depende de varias coisas, a comecar pela posi¢ao dos pontos
de sustentagao. O numero ¢ é outro tipico exemplo de um pardmetro. Se usarmos sempre a
mesma corrente ele pode ser modificado através da mudanga dos pontos de sustentagao, e é
razoavelmente dificil saber que valor ele vai assumir ao pendurarmos a corrente.

No entanto, ja que se trata de uma medida experimental, poderiamos medir a posicao da
corrente em alguns pontos, convencionando x para a horizontal e y para a vertical, obtendo
assim um conjunto de dados (z;,y;), i = 1,..., N. Convém, além disso, determinar a posicao
exata do minimo, que serd o ponto (z,y) = (0,0). Agora sabemos que a corrente assume a
forma de uma fungao f como acima, mas nos resta saber com que valor de c isso acontece.
Como proceder?

Para explicitar a existéncia de um parametro, que obviamente faz parte da definigao da
funcao, adota-se a notagao

fe(x) = %(cosh(cx) -1).

Para cada funcéo f. podemos medir o qui-quadrado Q(f.), e depois procurar o parametro ¢
para o qual Q(f.) é minimo. Como ¢ varia ao longo da reta real, a func¢ao ¢ — Q(f.) é uma
fungéo de uma varidvel, que denotaremos simplesmente por Q(c).

4.3.3 Naftalinas e fungoes afins

Uma bolinha de naftalina perde seu material, por sublimacdo, a uma taxa proporcional a sua
superficie. Como evolui o raio da naftalina em fungao do tempo?
Se V (t) é o volume da bolinha, entdo a hip6tese implica que

V(t) = —adnr(t)?
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isto é, a taxa de perda de volume é proporcional a area da superficie da bolinha. Por outro
lado

V(r) = %mﬁ ,
de forma que A
V() =V(r(t) = gmr(t)’

V(t) = dmr(t)?7(t) .
Juntando as duas equacdes em V(t) e cancelando r(t)?, ficamos com
7(t) = —a,
logo r(t) é uma funcao de derivada constante negativa, ou seja, é uma fungao afim. Portanto
r(t)=ro—at,

onde 9 = 7(0).

Num experimento, supondo que o raciocinio acima se confirme, teremos uma série de
dados (t;,7;) que se disporao aproximadamente sobre uma reta. Cada reta nao vertical do
plano é gréfico de r(t) = a + bt, e gostarfamos de achar o par (a,b) que melhor aproxime
os dados experimentais, isto é, que produza o menor qui-quadrado possivel. Desta feita, o
qui-quadrado é uma funcao de duas varidveis, pois para cada par (a,b) teremos uma fungao
diferente a + bt e um qui-quadrado Q(a,b). Ao contririo dos problemas da densidade e da
catendria, aqui aparece uma fungdo que envolve dois parametros.

4.3.4 Decaimento exponencial

Um material contém um isétopo radioativo, e emite radiagao, que pode ser detectada por um
contador geiger. A emissdo de radiagdo é proporcional & quantidade de isétopo, e é oriunda
de seu decaimento. Veremos mais adiante (Subsegdo 17.3.2) que a quantidade do isétopo
decresce (na maioria dos casos) exponencialmente. Ou seja, a radia¢ao emitida por unidade
de tempo R(t) obedece a lei

R(t) = Roeiat 5

onde t é o tempo (a varidvel) e Rg, o sdo dois pardmetros. A constante Ry é a quantidade
de radiagao emitida por unidade de tempo no instante ¢t = 0 e a > 0 representa a taxa de
decaimento: quanto maior for o mais rapido ele sera.

A meia-vida do isétopo é o tempo T necessédrio para que sua quantidade caia pela metade.
Admitindo a proporcionalidade entre a radiacao emitida e a quantidade do isétopo, T é tal
que

R(r) =12,

isto é,
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equagcao que resolvida nos da
T_ log 2 .
@
O conceito de meia-vida é muito usado para datagao de fésseis, através da determinacao
da quantidade de carbono-14, em relacao ao isétopo mais abundante carbono-12: quanto
menor for a quantidade de carbono-14, mais antigo é o material.

A fungdo a dois parametros R(t) recai no caso afim quando tiramos o logaritmo:

log R(t) =log Ry — at ,

ou seja, L(t) = log R(t) é uma fungao afim, onde —« é sua derivada. Os papéis mono-log,
vendidos em algumas papelarias, sao uma maneira de se plotar o logaritmo dos dados da
ordenada, log R(t), em fungao dos dados da abscissa, ¢, sem fazer contas.
Isto nao vale quando o decaimento exponencial é assintotico a um valor diferente de zero,
em fungoes do tipo
f(t)=b+ce ™.

Nao adianta tirar o logaritmo, pois o logaritmo de uma soma nao pode ser desmembrado.
Esse tipo de funcao tem trés parametros, e pode ocorrer, por exemplo, no decaimento de
temperatura de um corpo em contato com um reservatorio mais frio, mas cuja temperatura
nao é necessariamente zero.

4.3.5 Leis de poténcia e fractais
Para fungoes f(z) = cz®, que tém dois pardmetros, recomenda-se também tirar o logaritmo:
log f(z) =loge+ alogz .

Desta vez, log f(z) é uma fungdo afim de logx, e o papel recomendado para se plotar os
dados, em busca de uma reta, é o o log-log.

Esse tipo de funcao aparece ligado ao conceito de fractal. Para exemplificar, tome a linha
do litoral, fotografada num mapa de satélite, e suponha que a foto do satélite tenha boa
resolugao, para que se possa fazer uma analise razoavelmente detalhada.

Escolha um tamanho [ e divida o mapa em quadrados de tamanho [. Para facilitarmos o
argumento suporemos que o mapa é quadrado e escolheremos apenas valores de I que sejam
iguais a lateral do mapa dividida por um nimero inteiro, de forma que s6 haja uma maneira
de se dividir o mapa em quadrados. Em seguida contamos o nimero N(l) de quadrados que
intersectam a linha do litoral.

Tomamos valores de | cada vez menores, e para cada I contamos N (). A experiéncia tem
mostrado que, dentro dos limites inerentes ao experimento, N (1) é proporcional a [~%, onde
d é a chamada dimensao fractal daquele pedago de litoral. O nome fractal vem do fato de
que d pode ser um niimero fraciondrio (ndo inteiro), e o inesperado vem do fato de que se o
litoral fosse uma reta entdo d seria igual a 1! Ocorre que em geral d é maior do que 1...

Exercicio 4.2 Munido de bons mapas, faca o experimento acima sugerido, e coloque os
dados N (1) versus | em papel log-log. Se realmente N(I) = cl~¢ entdo vocé verd uma reta
de inclinagao negativa, e a dimensdo fractal d serd o valor absoluto dessa inclinacdo. Preste
atencao em desconsiderar valores de | muito grandes ou muito pequenos, onde fatalmente
nao se verd uma reta.



4.3. PARAMETROS 55

4.3.6 Gaussiana

Suponha que vérias medidas foram feitas de um mesmo fenémeno, por exemplo, o tempo de
queda de um objeto que é solto, a partir do repouso, sempre da mesma altura. Sao feitas n
medidas T1,...,T,, e dessas medidas constréi-se um histograma. Para fazer o histograma,
escolhe-se um intervalo At e divide-se a reta dos tempos em intervalos de tamanho At.

Esses intervalos podem ser numerados:
I,...,Iny, mas para a numeragao ser nj ******************* =9
finita é preciso nao incluir aqueles que
estao longe dos tempos medidos. Para
cada intervalo I; conta-se o nimero de
medidas T; que incidem em I, cha-
mando esse nimero de n;. O histo- R ‘ ‘ |
grama é desenhado construindo-se bar- 1, }T I N
ras de base I; e altura igual a n;. At

Nesse problema e em varios outros, a tendéncia do histograma é adotar o formato apro-
ximado de um “sino”. O valor mais provavel do que deve ser o tempo de queda (que servird
por exemplo para se estimar a aceleragao da gravidade) se situa préximo dos intervalos que
apresentam maiores valores de nj, isto ¢, no “cume” do sino.

Se o experimento nao tiver erros sistematicos, o formato de sino sera tanto melhor apro-
ximado quanto mais medidas forem feitas e quanto menor forem os intervalos. E claro que
a diminuicao dos intervalos e o aumento do nimero de medidas devem ser feitos de forma
acoplada, mas isso ja é outra historia...

O leitor mais atento pode estar pensando que ao mudarmos o nimero n de experimentos
ou o tamanho do intervalo basico At ndo poderemos comparar um histograma com outro. E
claro que se aumentarmos o nimero n entao em média os n;’s devem aumentar, o que dara
histogramas radicalmente diferentes quando n = 500 ou n = 5000, por exemplo, mantidos
iguais os At’s. Por outro lado, se mantivermos n mas, digamos, diminuirmos pela metade o
tamanho dos intervalos, isso fard com que em média os n;’s caiam pela metade. Assim, seria
interessante ter um histograma que nao dependesse demais de n e At, e permitisse comparar
histogramas do mesmo fenémeno construidos de formas diferentes.

Para isso, em vez de colocarmos as barras & altura n;, fazemos um reescalonamento da
ordenada, colocando as barras a altura

BN

nAt
Com isso, a soma total da area das barras serd igual a 1, pois cada barra tera area
)

At - =
nAt n
e a soma da area de todas as barras sera

N

) ICINEL o N B
n_njzlj_n o

j=1
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Além disso, o histograma passa a ter a seguinte funcgao utilitaria. Se quisermos saber a
proporcao de eventos T; que caiu num determinado conjunto de I;’s, basta medir a drea total
das barras sobre esses intervalos. Esse nimero serd um nimero entre 0 e 1 (que multiplicado
por 100 dard a porcentagem de eventos ocorridos nos intervalos considerados).

A medida em que se dimui At e se aumenta n, o formato do histograma se aproxima cada
vez mais de um formato de sino, agora fizo. Esse formato de sino ¢é tipicamente descrito pela
funcao Gaussiana

1 (t—71)?
f(t) - 0'\/% eXp{ 20_2 } :

Observe que essa funcao depende de dois parametros, o e 7, entao seria mais correto denota-la
por

for(t) -

O fator que multiplica a exponencial estd colocado para normalizar a funcao, isto é, fazer
com que a area debaixo de seu grafico seja sempre igual a 1, nao importando os valores de o
er.

Para entender melhor essa fungao, observe que
ela é uma variacao de

h(t) = exp{—t2} = e~

A fungdo h(t) tem um méximo em t = 0 e
h(0) = 1, e decresce a direita e a esquerda 0 t
(simetricamente), indo a zero quando ¢ vai a
+00 ou —oo. Se agora tomarmos h,(t) =
exp{—(t — 7)%}, a funcdo valerd 1 e atingird
0 maximo em t = 7, e decrescera a direita e
esquerda de 7. Entao o parametro 7 tem o
papel de “deslocar o sino” para a direita ou
para a esquerda, conforme for positivo ou ne-
gativo, e seu valor sempre representa a posicao
do “cume”.

Por outro lado, se considerarmos

#2 t\? t
o) = expl-g5t = esp(— (=) 1 = ho5)

entdo teremos o seguinte efeito: se v/20 > 1, entdo o valor de h, (t) serd o valor de h em #,

que é menor do que t. Isso fard com que a curva decresga mais lentamente, alargando o sino.
Se, ao contrario, v2o < 1, a curva decrescerd mais rapidamente.
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Vo<1 V2o >1

hO'
hy(H=h(-L) hy(D=(7;)

Em resumo, combinando os dois parametros, 7 indica a posicao horizontal do cume,
enquanto que o indica o quao “agudo” é o pico. A altura do pico é dada pelo fator de
normalizacao ﬁ, escolhido de forma que a integral de f seja igual a 1.

Finalmente, estando de posse de um histograma, e admitindo as consideracoes acima,
queremos saber qual é o melhor par de parametros (o, 7) que aproxima o formato delineado
pelas barras. Para isso, podemos tratar as barras como pontos, tomando ¢1,...,ty como os
pontos centrais dos intervalos I1,...,In, € y1,...,yn a altura das respectivas barras. Com
esses dados, podemos sempre estimar o qui-quadrado Q(fs,,), procurando o par (o, 7) que o
minimize.

A funcdo f, r encontrada serve como um preditor do experimento. Se quisermos saber
em média qual é a proporgao de medidas que ocorrerd entre ¢, e tp, bastara encontrar a area
do histograma entre t, e tp, que é aproximadamente o mesmo que calcular a integral

ty
for(t)dt .

ta

Pode-se mostrar (isso também j& é outra histéria...) que os melhores pardmetros 7 e o
sao a média e o desvio-padrdo da colegao de dados t1,...,t,. Ou seja,

17’7.
2 _ 1 t—1)% .
ot == (ti—7)

i=1
Isso resolve o problema de se achar o menor qui-quadrado, mas raros sao os casos em que a
solugao é tao explicita!
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Capitulo 5

Funcoes lineares nos parametros

5.1 Dependéncia linear dos parametros

Estaremos particularmente interessados nos casos em que a dependéncia da fungao nos
parametros é linear. Colocando de forma geral, isso significa que, se a funcao tiver k
parametros ai, ag, ..., ak, entdo f = f,, . 4, Se escreve como

f(x) = a1g1(x) + azga(x) + ... + argr(z) .

Por exemplo, na fungao
ax +bsenz

identificamos a1 = a, az = b, g1(z) = x e ga(z) = senx. Ou sendo na fungao afim
a+ bz

identificamos a1 = a, az = b, g1(x) = 1 (isto é, a funcao identicamente igual a 1) e ga(x) = x.
Mesmo uma fungao linear
ax

tem apenas um pardmetro: a; = a e g1(z) = .

E preciso nao confundir entre “fungdo linear nos parametros” e “funcao linear”. Uma
funcao linear de uma varidvel é sempre da forma ax, e reservamos o termo func¢do afim para
fungoes da forma a + bx. J4 uma funcao linear nos parametros nao é necessariamente linear
em z, basta ver os exemplos que demos acima.

Analisemos, sob essa 6tica, com que tipos de problemas nos deparamos nos exemplos do
Capitulo anterior.

No exemplo do célculo da densidade temos uma fungao do tipo f(z) = ax, que é linear
no parametro a e na varidvel z. A fungdo da catendria f(z) = (cosh(cz) —1) ¢ um exemplo
de funcdo com apenas 1 pardmetro que porém néo é linear nesse parametro. As fungoes afins
das naftalinas sdo lineares nos parametros. Jé o decaimento exponencial f(z) = ae~** nao
é, mas o problema pode ser transformado num problema de fung¢ao afim (e portanto linear
nos parametros), pois

log f(x) =loga — bx .

59
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J& f(z) = c+ae™ tem trés parametros e ndo é linear em b: se b fosse fixado (ndo considerado
como pardmetro), entdo sim terfamos a linearidade.

A lei de poténcia f(z) = ax® também ndo ¢ linear no parametro b, mas pode ser trans-
formada num problema linear através do logaritmo.

Finalmente, a funcdo Gaussiana nao é linear nos parametros “média” e “desvio-padrao”,
mas estes podem ser encontrados, para se ajustarem aos dados experimentais, da maneira
tradicional.

Trataremos a partir de agora apenas do ajuste de fungoes lineares nos parametros. Varios
casos onde a dependéncia no parametro é nao linear podem ser adaptados, mas sem duvida
deve-se pensar caso a caso. Destacam-se entre os ajustes lineares os ajustes por polinémios

f(a:):a0+a1x+a2x2+...+akxk

e os ajustes por funcoes trigonométricas

f(z) = ag + a1 cos(x) + az cos(2z) + ... + ax cos(kz)+
+by sen(z) + basen(2z) + ... + by sen(lx) .

5.2 Continuo vs. discreto

Vale a pena aqui introduzir um problema de ajuste ligeiramente modificado em relagao ao
que vimos discutindo até agora. Suponha que conhecemos determinada func¢ao y(z) num
intervalo fixo [c, d] e gostariamos de aproximé-la o melhor possivel por alguma funcao do tipo

f@)=a1q1(z) + ...+ argr(x) .

Observe que antes tinhamos um conjunto de dados (z;, y;), com ¢ variando de 1 até N. Agora
nossa informacao se d4 num conjunto infinito de pontos: sabemos todos os (z,y(x)), com z
variando no intervalo [c, d], porque conhecemos a fungéo y(z).

Mais uma vez precisamos de um critério para quantificar a proximidade entre f e os
dados, ou seja, entre f e y. O correspondente qui-quadrado, neste caso, é dado por

e 0 objetivo é procurar o conjunto de parametros (ai,as,...,ax) que minimize Q(f).

Este conceito pode ser titil quando y(z) tem uma expressdo conhecida mas muito com-
plicada, e a substituimos por uma expressdo polinomial ou trigonométrica f(x).



5.3. UM PARAMETRO 61

5.3 Um parametro

Para introduzirmos o assunto gradualmente,
convém comecar pelas situagoes mais sim- -
ples. Suponha que temos N dados (z1,y1), P
(22,92),- .., (xn,yn) como na figura ao lado -
e que queiramos ajustar uma funcao linear o
f(z) = az a esses pontos. Isto significa que [ Phe
queremos achar o valor de a que melhor apro- -
xima os pontos dados. Na figura, a reta pon- o ®
tilhada indica mais ou menos o que esperamos .- X

do nosso ajuste. T VS, T T
X Xy X X% X5 Xg

Em vez de tratarmos esse caso em particular, faremos uma discuss@o um pouco mais
geral. Isto é, suponha que tenhamos dados como acima e queiramos ajustar uma funcao
fa(z) = ag(z), com um pardmetro e linear nesse tnico pardmetro. O caso da funcdo linear
é apenas um caso particular, correspondente & fungéo g(x) = z.

Para cada a, podemos calcular o qui-quadrado Q(f,), que denotaremos simplesmente por
Q(a). Explicitamente

N N

Qa) = (falz) —v:)* =Y _(ag(w:) — i) .

i=1 =1

A funcao Q(a) deve ser assim entendida: para cada a calculamos o erro Q(a) cometido entre
a funcdo f,(z) = ag(x) e os dados y;. Nossa tarefa serd procurar o valor ag tal que Q(ao)
seja minimo.

Notemos que para cada ¢ vale

>oa® —2g(x)yia+yl

2
(ag(@i) —yi)” = g(x:)
isto é, cada termo da soma que define @(a) é um polinémio quadritico na varidvel a. Como
a soma de polindmios quadriticos é um polindmio quadrético, entdo @Q(a) também é um
polinémio quadratico na variavel a. Isto pode ser visto diretamente se desenvolvermos a
soma que define Q(a):

N

N N
Q@ = (zgw) 2o (zgw)yi) oy
i=1 i=1

i=1

O gréfico de Q(a) é, portanto, uma parabola. A concavidade é “para cima”, pois o termo
que multiplica a? é certamente positivo, por ser uma soma de quadrados.

Em concluséo, achar o minimo da fungdo Q(a) se resume a achar o minimo de uma
paréabola.



62 CAPITULO 5. FUNCOES LINEARES NOS PARAMETROS

Conhecendo o céalculo diferencial, sabemos que podemos procurar o ponto de minimo da
parabola pelo ponto que anula a derivada, ou seja, procuramos a solucao de %Q(a) = 0.
Entao calcularemos a derivada de Q(a), mas ndo pela expressao acima, e sim pela expressao
original, que se prestara mais a generalizagoes quando tivermos mais parametros.

Temos

N
700 =2 glaste) ~?.

se lembrarmos que “a derivada da soma é a soma das derivadas”. Além disso, pela Regra da
Cadeia, “a derivada de algo ao quadrado é duas vezes esse algo vezes a derivada do algo”,
temos que

N
d
0 (a) = 229(%)(@9(%) —Yi)
i=1
lembrando que a derivada é em relagao ao parametro a!!!!

O fator 2 pode ser posto em evidéncia no somatoério, de forma que quando igualarmos a
derivada de Q(a) a zero ele desaparece. Entao queremos resolver

N
> ag@)? = g(zi)y; = 0.
=1

Rearranjando,
N N
a- > g@)®=> gy,
i=1 =1
donde sai facilmente o valor de a:
N
o= 21:1 g(xi)yi

Zij\il g(x:)? '

Esse é 0 ag que estdvamos procurando!
No caso de uma reta, a fungao g(x) é igual a z, e portanto ag é dado por

N

ag = N
P z?

Exercicio 5.1 Invente um conjunto de dados que estejam préximos de uma reta passando
pela origem (N = 6, por exemplo), e depois ajuste uma fun¢do ax. Num papel milimetrado,
coloque os dados e depois esboce a reta obtida.

5.4 Dois parametros

Suponha que queiramos ajustar uma reta aos dados experimentais, mas nao necessariamente
uma reta que passe pelo zero. Para isso, precisamos ajustar uma fungao na forma f(z) =
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a + bx, isto é, uma funcgao afim. Esse problema se insere no caso geral de ajuste de uma
funcao com dois parametros, que de forma geral pode ser escrita como

Jar.a:(x) = a191(2) + a2g2(x) .
Raciocinando como na Secao anterior, queremos minimizar a fungao erro

N

Q(flll,llz) = Z(fahaQ (xl) - yi)2 :

=1

Agora, porém, a fungao erro depende de dois parametros, a; e as, por causa da forma de f,
e a denotaremos por Q(aq,as):

N

Qar,az) = Y (a191(wi) + asga(w:) — y:)* .

=1

Precisamos de 3 dimensoes para tracar um grafico da fungao Q.

No ponto de minimo de @ necessariamente todas as derivadas parciais se anulam. No
presente caso, elas sao duas: em relagao a a; e em relagao a as. Observe que nao necessari-
amente (a principio, sem um exame mais aprofundado) vale o inverso, isto é, se as derivadas
parciais se anularem entao nao obrigatoriamente se trata de um ponto de minimo.

Portanto o par de parametros procurado deve satisfazer duas exigéncias simultaneas:

g—z(al,ag) =0 e 8—a2(al’a2) =0.
Se acharmos um ponto que satisfaca essas duas exigéncias teremos um candidato a ponto de
minimo de Q(a1, as).

Adiante, no Capitulo 6, discutiremos melhor até que ponto podemos confiar que a solugao
desse problema seja realmente o minimo procurado.

As duas equagoes podem ser escritas explicitamente, e apés elaboragao as deixaremos em
uma forma conveniente. Temos

!
Z 6—a1(a191($z‘) + asga () —yi)> =0

a

)
Z —(a1g1(xi) + asga(z;) —y:)> =0

[

Usando a Regra da Cadeia, fazemos as derivadas parciais, obtendo

N
Z 2g1(zi)(a1g1(xi) + azga(wi) —yi) = 0
1;1
Z 2g2(wi)(a191(ws) + azga(zi) —ys) = 0

=1



64 CAPITULO 5. FUNCOES LINEARES NOS PARAMETROS

Os somatérios podem ainda ser decompostos:

N N N
201 g1(wi)® +2a2 Y g1(xi)g2(ri) =2 _gr(wi)ys = 0
=1 1=1 1=1

N N N

201 ga(xi)gn (i) + 202 Y ga(wi)ga(wi) =2 go(xi)yi = O

i=1 i=1 i=1
Rearranjando de forma adequada fica evidente que recaimos num sistema linear de duas
equagoes nas incognitas aq e ao:
N N N
Yimigr@i)gi(wi) ) -ar + (s gi(@i)ga(i)) ae = iy gu(wi)ys
N N N
im1g2(@i)gi(wi) ) -ar + (202 g2(wi)ga(i) ) -ae = 3y ga(wi)ys
Todos os coeficientes do sistema linear sao tirados dos dados do problema, sendo que somente
os termos independentes usam os y;’s.

Aqui vale a pena introduzir uma notacao simplificadora, que tornard muito mais facil a
aplicagdo do acima exposto em problemas préticos. Denotaremos por (g;, g,,) a soma

N
> i) gm (i)
i=1
e por {(g;,y) a soma

N
Z g1(zi)yi -
i=1

Com essa nomenclatura, reescrevemos o sistema linear:
(91,9101 + (g1,92)a2 = (g1,9)
(92,9101 + (g2,92)a2 = (g2,9)
que o torna muito mais simples de memorizar!

Exercicio 5.2 Construa um conjunto de dados e ajuste uma reta, nao necessariamente
passando pela origem, usando o exposto nesta Sec¢ao.

5.5 Ajuste de qualquer funcgao linear nos parametros

As idéias das Segbes anteriores podem ser usadas em qualquer situacio que se queira ajustar
uma funcao que dependa linearmente dos parametros, dada por

f(@) = ar1g1(z) + azga2(x) + ... + arg(z) ,
onde k é o nimero de parametros.
A fungao @, que da o erro do ajuste, depende agora dos k parametros ai, ..., ag:

N

Q(ar,az, ... ax) = Y (a101(2:) + asga(@i) + ... + argr(x:) — v:)* -
=1
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Se o minimo de @ ocorre em (aq,as,...,ax) entdo
oQ
a—al(al,ag,...,ak) =0,

para todo [ entre 1 e k, simultaneamente. Isso nos da k equagoes, lineares nos parametros
(sugere-se ao leitor fazer as passagens). Abaixo, mostramos as k equagoes, usando a notagao
introduzida ao final da Se¢ao anterior:

(91,910a1  + (91,92)a2 + + (g,9x)ar = {(91,¥)
(92,9101 + (92,92)a2 + + (g2, 9%)ar = (92,¥)
(gksg1)a1 + (gk,g2)a2 + ... + (gk.gr)ax = (9K, Y)

Logo adiante veremos a razao de se utilizar essa notacao para os somatoérios, idéntica a
utilizada para o produto escalar de dois vetores. Aqui entendemos como vetores os conjuntos
de dados da abscissa © = (z1,...,zn), da ordenada y = (y1,...,yn), € os valores das
fungoes ¢; avaliados em cada um desses pontos: ¢; = (¢i1(x1),...,g1(zn)). Assim a notagdo
faz sentido!

5.6 O caso continuo

No caso continuo, tudo se passa de maneira andloga. Suponha que temos uma fungao y(x)
definida no intervalo [c,d], e gostariamos de procurar uma funcao da forma

f(x) = a1g1(x) + azg2(x) + ... + argr(z) ,

que se aproxime dela o melhor possivel. O erro do ajuste também é uma funcao dos k
parametros, mas desta vez é calculado por meio de uma integral, ao invés de uma soma:

d
Q(ay,ag,...,a;) = / (a191(z) + azge(x) + ... + apgr(x) — y(a:))2 dx .

E til comparar com o caso discreto. A soma ao longo do indice i foi substituida pela integral
na varidvel z, dentro do intervalo [c¢,d]. Ao mesmo tempo, os y; deram lugar aos valores da
funcao y(x).

Mais uma vez, o ponto de minimo de @) deve, necessariamente, anular todas as k derivadas
parciais de ), o que nos did um critério de busca para esse minimo, se resolvermos as k

equacoes resultantes. Para cada [ = 1,...,k obtemos a equagao
0 o [°
0= _Q(al,aQ, ceap) = =— / (a191(z) + azge(x) + ... + apgr(z) — y(a:))2 dz .
a(ll aa’l c

Como a variavel de integragao = é diferente da variavel de diferenciacao a;, podemos inter-
cambiar a ordem das operagoes, obtendo

d
0= / 2g1(x) (a191(x) + azga(x) + ... + argr(z) — y(2)) dz ,
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e, depois de uma simples manipulagao da equagao, chegando a

(91, 91)a1 + (g1, g2)az + - .. + (g1, gr)ar = (g1, y) ,

onde

d
(91, 9m) = / 91(x)gm (x)dx

d
(91,9) =/ g1(z)y(x)dz .

Juntando-se as k equacoes resulta um sistema linear idéntico aquele obtido no caso dis-
creto, exceto pelo fato de que os “produtos escalares” sao calculados por uma integral, ao
invés de uma soma.

5.7 Exemplos

Para que nao fique tudo muito abstrato, fagamos dois exemplos nesta Se¢ao, um para o caso
discreto e um para o caso continuo.

5.7.1 Dinamometro

Suponha que precisemos usar um eldstico como dinamoémetro, para pesar objetos. O eldstico
é forte, e aglienta varios quilos. Queremos calibrar o eldstico para que a medida do peso
possa ser inferida pela distensao que ele provoca no elastico, que pode ser facilmente medida
por uma régua.

Para tanto, penduramos o elastico no teto, por uma ponta, e na outra atrelamos um
balde, cujo peso nao é suficiente para distender o eldstico (melhor ainda, serve para colocar
o eldstico muito préximo a posi¢do de repouso, e esticado). Com uma jarra, colocamos dgua
no balde, e a cada litro colocado (z) medimos a distensao y do eldstico.

Os dados encontrados estao na tabela abaixo.

kg) | yi (cm) ||
0.0
1.0
55
13.0
235
345
42.0
7.0
505
53.0
545
555

&

[y U
HO@OO\]CDOT%C}OM)—‘O'—“
[y U
HO@OO\]@O"%OJ[\D}—‘O
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Os dados da tabela sao ficticios, mas qualitativamente se assemelham bastante a ex-
periéncias reais. Nota-se que a resposta do eldstico é menor para pesos pequenos e grandes,
e atinge seu maximo aproximadamente entre 3 e 5 quilos.

Discutiremos o ajuste da funcgdo y(z) (distensdo em fungdo do peso), embora na apre-
sentagdo do problema estivessemos interessados na funcdo inversa z(y), que dé o peso em
funcao da distensao. Se o leitor fizer um gréafico dos dados da tabela, vera que a funcao
peso em fungdo da distensdo parece ser singular em 0 (tem uma derivada infinita), e esse
tipo de funcgao se presta muito mal ao tipo de ajuste que faremos, baseado em polinémios.
O problema desaparece se olharmos para y(z), pois esta fungao parece ter derivada zero em
z=0.

Se pensarmos em ajustar y(z) por um polinémio, temos primeiramente que escolher seu
grau. Claramente o grau desse polindomio deve ser maior do que 2, pois retas e parabolas nao
tém pontos de inflexdo, como aparenta ser o caso. Polinémios ctibicos podem ter o formato
desejado, mas talvez convenha ter um pouco mais de liberdade no ajuste usando polinomios
de quarto grau.

Para ajustar um polinomio de quarto grau temos que resolver um problema a 5 parametros.
Isso recaird num sistema linear de 5 equagoes e 5 incégnitas, e nesse caso convém ter imple-
mentado um programa de computador para resolvé-lo. Como queremos apenas exemplificar
as coisas, restringiremo-nos a um certo conjunto dos polindomios de quarto grau, que reduzira
nosso problema a apenas 3 parametros, embora o mais recomendavel seja seguir a primeira
solugao.

Observe que se f(x) = co+c12+c2x? + 323 +c42* entdao f(0) = co. Como nds ja sabemos
que f(0) = 0, pois a nenhum peso corresponde nenhuma distensio, entdo ji podemos supor
que ¢g = 0. Além disso, o gréfico d4 a forte sensagao de que f'(0) = 0, e como f/(0) = ¢1,
teriamos ¢; também igual a zero. Desta forma, procuraremos o menor qui-quadrado entre a
familia

f(z) = a12? + aga® + aza? |

linear em seus trés parametros. Para uniformizar a notacao com a parte tedrica, temos

g1(z) = 2%, gao(z) = 2% e g3(x) = 2.

Agora temos que calcular os produtos escalares (g;, gm), com [ e m variando entre 1 e
3. Como essas fungoes sao poténcias de x, nossa tarefa fica razoavelmente facilitada, porque
véarios dos produtos escalares serao iguais. Por exemplo,

11
(91,93) = foﬁ == Z%ﬁ )
i=0 ‘

é igual a

O sistema linear fica
Lo g | gt
Exé 23317 Exé | Eyzxi
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Calculando os coeficientes e resolvendo, obtemos a; = 2.5040, ay = —0.28427 ¢ a3 =
0.0088925. Se o leitor tentar resolver o sistema por conta prépria vera que ele é extrema-
mente mal-condicionado. A solucao apresentada foi obtida com 10 algarismos significativos,
e arredondada somente ao final para 5 algarismos significativos.

Recomenda-se verificar se a fungao obtida

f(z) = 2.50402% — 0.28427z% + 0.0088925x*

é compativel com os dados (pelo menos visualmente), e isso pode ser feito através de seu
esbogo no gréfico, junto com os dados experimentais. Este teste sempre vale a pena em
problemas de ajuste, para saber se nao houve algum erro de conta.

Outro teste de compatibilidade minimo é observar que a; teria que ser realmente positivo,
pois a concavidade do grafico é para cima em x = 0, e que as teria que ser negativo, para
poder criar o ponto de inflexao na regiao x > 0.

5.7.2 Cosseno aproximado por um polinémio

Para exemplificar um ajuste linear continuo, tomemos a fungdo y(z) = cosz no intervalo
[—5,5]. Gostariamos de aproximé-la também por um polinémio, desta vez de grau 2.

Antes de resolver o problema, vale a pena investigar o que achamos que seré o resultado.
Se f(z) = a1 + agx + azz? é o polindémio procurado, quanto devem ser, aproximadamente, os
valores dos coeficientes?

Como o cosseno vale 1 em z = 0, é uma funcao par, tem concavidade para baixo e se anula
em —3 e +7, entdo imaginamos um polinémio quadratico com caracteristicas semelhantes.
Ele teria que ter a; = 1 (para valer 1 em x = 0) e az = 0 (por ser pardbola centrada na
origem). Além disso, a3 teria que ser negativo. Para que o polinomio se anule em 7 é preciso

que
T 2
1+as(3) =0,

logo a3 deve estar préximo de —0.4.
Veremos se nossos palpites se confirmam. Temos que calcular os produtos escalares, que
agora sao integrais. Por exemplo,

<91($)791($)>=/ 1-1dx =7

-5
2

[ME]

Algumas integrais sdo nulas, pois o intervalo de integracgao é simétrico e os integrandos sdo
fungdes fmpares. E o caso de (g1, 92) e (g2, 93), por exemplo. Precisamos calcular

z 3 z 5
/ a:2d:c:ﬂ-—,/ x4d:17:7T—,
=z 12 o 80

2 2

3
/ cosx =2,

[ME]

e do lado dos termos independentes

[SE]
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a integral de z cosx é nula, por ser impar, e resta calcular

/ z?cosz ,

usando a técnica de Integracao por Partes duas vezes, dando %F2 —4.
O sistema linear fica igual a

(ME

w3

3

T 0% 5| 2
0 = 0 | 0
3 w° 1,2

Da segunda equagao conclui-se imediatamente que as = 0, o que reduz o sistema linear a duas
equacoes e duas incognitas. Resolvendo o sistema, obtém-se a; = 0.98016 e ag = —0.41777,
valores bem préximos das estimativas iniciais.

O método que apresentamos, apesar de simples, tem problemas quando implementado
numericamente. E comum que os sistemas lineares a serem resolvidos sejam muito mal
condicionados. Por exemplo, no caso do ajuste de uma funcao y(z) definida no intervalo
[0, 1] por um polinémio

f(x) =ap+az+...+apz®,

-1

temos ¢;(z) =zt com 1 =0,...,k, e

1
1
= l+md = —_—

Isto implica que a matriz dos coeficientes do sistema linear é uma matriz de Hilbert, que é
um conhecido exemplo de matriz mal condicionada, como discutimos na Subsegao 2.5.2.

No Capitulo 7 discutiremos outra forma de se fazer ajustes, que sao especialmente uteis
para ajustes polinomiais e trigonométricos. Antes, porém, discorreremos um pouco mais
abstratamente sobre o método dos minimos quadrados, investigando, por exemplo, questoes
como a unicidade, embora o Capitulo 7 possa ser compreendido sem o auxilio do Capitulo 6.

2

Exercicio 5.3 Ajuste f(x) = a(arctanz)? aos sequintes dados

zy || 0.0 1.0 | 2.0 | 3.0 | 4.0
yi || 0.0 0.25| 1.00 | 1.50 | 1.65

por minimos quadrados.

Exercicio 5.4 Ajuste f(x) = a+b(x —1)? por minimos quadrados a fun¢do y(z) = x® — 3z,
no intervalo [0,2].
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Capitulo 6

Levando a sério o produto
escalar

6.1 Produto escalar e distancia

Vale a pena aqui uma pequena digressao, que nos levard a uma compreensao melhor do
problema do ajuste de fungoes lineares nos parametros e nos permitird, além disso, dispor de
outras maneiras de realizar o ajuste.

Primeiramente, como de praxe, concentremo-nos no problema de ajuste discreto onde,
dados os pontos (z1,v1), (2,92),- .., (ZN,yn), queremos achar o conjunto de pardmetros
(a1, . ..,ax) que minimize o qui-quadrado de

f(x) = a1g1(x) + azga(x) + ... + argr(z) ,

para um certo conjunto de fungdes previamente fixadas g1 (), ..., g (z).

Para entendermos o problema de forma geométrica, consideremos o espaco RY das N-
uplas u = (u1,...,un), isto é, o espago de vetores N-dimensional. Assim, os valores da
ordenada nos pontos dados podem ser representados por um vetor de RV:

Yy = (y17y27"'7yN) .

Além disso, cada uma das fungoes g;(z), [ = 1,..., k gera um vetor de RV, cujas coordenadas
sao os valores da fungao nos pontos x1,...,TN:

g = (qi(z1), gi(x2), .-, qi(TN)) -

O produto escalar ou produto interno em RN é a funcio que associa a cada par de vetores
u=(uy,...,un) ev=(vy,...,0y) 0 nimero real

(u,v) = ugv1 + ugvy + ... + uyvyN .

Sendo assim, fica evidente que a definicao que demos de (g;, g} corresponde exatamente ao
produto escalar dos vetores g; € gm, € {(gi,y) é o produto escalar dos vetores g; e y.

71
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O produto escalar fornece automaticamente uma nocao de tamanho de vetores (ou norma
de vetores, no jargdo matemédtico) e, em conseqiiéncia, de distdncia no espago RY. Em R?, o
tamanho ||u|| de um vetor u = (uy, ug) é dado pelo Teorema de Pitdgoras: ||u] = /u2 + u2. E
facil ver com o Teorema de Pitdgoras que em R?® a norma de um vetor u = (u1, uz,u3) é dada
por |lul| = \/u? +u2 + u2. A generalizacio em RY ¢ natural. A norma de u = (u1,...,uy)
é dada por

||u||:\/u%+u§+...+ufv,

expressao que pode ser escrita em termos do produto escalar:

[ull = v/ (u,u) .

A nocdo de norma dé origem a idéia de distancia em RY. Olhando agora u e v como
pontos, a distancia entre eles é a norma do vetor u — v (ou v — u, tanto faz). Denotaremos
essa distancia por d(u,v) e, explicitamente, ela vale

Podemos ainda relacionar o qui-quadrado com isso tudo. O qui-quadrado de uma funcao
f (para esses dados), denotado por Q(f), é dado por

N

Q) = (flai) —w)* .

=1

Se chamarmos de f o vetor (f(z1), f(x2),..., f(xN)), entdo

QU =(f—u. f—y)=d(f.y)>.

Portanto, minimizar o qui-quadrado é um problema de minimizar a distancia ao vetor y no
espaco RV,

Quando limitamos f(z) a ser uma combinagao linear das fungoes g1 (z), . . ., gr(x) estamos,
automaticamente, limitando o vetor f a ser uma combinacao linear dos vetores g1, ..., gk.
Isso implica que vamos procurar f que minimiza a distancia ao vetor y apenas entre os vetores
que sao uma combinagao linear dos vetores g1, ..., gk.

Mas o que é o conjunto dos vetores que sao combinacao linear dos vetores gi,...,gx7
Esse tipo de conjunto ¢ chamado de subespago vetorial (de RY). Um subespaco vetorial é um
conjunto com a seguinte propriedade: qualquer combinagao linear de vetores do conjunto é
também um vetor do conjunto. Por exemplo, em R? um subespaco vetorial s6 pode ser de
um dos seguintes tipos: a origem (dimensao zero), isto é, o conjunto formado apenas pelo
ponto (0,0, 0); uma reta que passa pela origem (dimensao 1); um plano que passa pela origem
(dimensao 2); ou todo o R? (dimensao 3). Note que todo subespaco contém a origem, pois
se u pertence ao subespaco entdo u — v = 0 também pertence. Em RY também existem
subespacos de todas as dimensodes variando desde zero até N.

Pois bem, o problema do ajuste se reduz agora a achar, dentro do subespaco formado
pelas combinacoes lineares de g1, ..., g;, 0 ponto que minimiza a distancia a um certo ponto
y. Disso trataremos na préxima Segao.
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6.2 Existéncia e unicidade de solucoes no ajuste linear

Nesta Secao discutiremos a possibilidade de solucao para o problema do ajuste linear, no
caso discreto. Deixaremos o caso continuo para a préxima Secao. Lembraremos alguns fatos
de Geometria Analitica e Algebra Linear, sem demonstra-los todos. Os que faltarem podem
ser encontrados em textos classicos, voltados especificamente para esse assunto.

Seja G um subespaco de RY. Definimos o subespaco G+ dos vetores de RY ortogonais a
todo vetor de G, lembrando que u e v sdo ortogonais se (u,v) = 0. Fica para o leitor mostrar
que G+ é um subespaco.

O primeiro fato para o qual chamaremos a atencio é o seguinte: qualquer y € RY pode
ser escrito como soma de um vetor de G com wm vetor de G*. Para mostrar isso, tome
uma base ortonormal {w1,...,w,} de G (a existéncia dessa base é um dos fatos que ficam
de lado nessa exposi¢ao, mas o leitor pode encontrar nos livros de Algebra Linear no tépico
“Ortogonalizagdo de Gram-Schimdt”). O que caracteriza esse conjunto como base ortonormal
é o fato de ser base (todo vetor de G pode ser escrito como combinagao linear dos vetores
desse conjunto) e (w;, w;) ser igual a zero se i # j e igual a 1 se i = j. Agora tome o vetor

T

u = Z(y,wﬁwi .

=1

O vetor u é uma soma de multiplos dos w;’s (de fato, é a soma da projegao de y sobre as
diregoes dadas pelos w;’s), portanto é um vetor de G. Por outro lado, vamos mostrar que
y —u é um vetor de G*+. Com isso, teremos

mostrando que y pode ser escrito como soma de um vetor de G+ (o vetor y — u) com um
vetor de G (o vetor u).

Mostrar que y — u € G+ é mostrar que y — u é ortogonal a qualquer vetor de G. Um
vetor qualquer g de G' pode ser escrito como combinagao linear dos vetores da base:

T
g: E ;Wi .
=1

Para mostrar que (y — u,g) = 0 basta substituir a expressao de u e a expressdo de g, em
termos dos vetores da base, e levar em conta que a base é ortonormal. Fica como exercicio!!!

A segunda observagao é que a decomposi¢do de um vetor y em uma soma de dois vetores,
um de G e outro de G+ ¢ inica. Em outras palavras, se y = u + v = i + ¥, com u, % € G e
v,0 € G-, entdo u = 7 e v = 9. Para mostrar isso, vamos apenas nos utilizar do fato de que
o0 Unico vetor que pertence a ambos os subespagos é a origem (pois se u pertence a ambos os
subespacos, entdo u é ortogonal a ele mesmo, ou seja, {(u,u) = 0; s6 que {(u,u) = |lul|?, e o
Unico vetor que tem norma zero é o vetor nulo). Se y =u+v e y = 4+ U entdo

O=y—y=@wu—1a)+(@v-2),

isto é,
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Do lado esquerdo da igualdade temos um vetor de G e do lado direito da igualdade temos
um vetor de G, e eles sdo iguais. Logo eles tém que ser ambos nulos, e a afirmacéo segue.

O vetor u = Y (y,w;)w; é a componente de y no subespago G, também chamada de
projecao de y em G. A terceira observagdo que temos a fazer é que o vetor u € o (unico)
elemento de G a menor distancia de y. Para ver a razao, tome um outro vetor qualquer
g € G. A distancia de g a y é a raiz quadrada de (g — y, g — y), que mostraremos ser maior
do que a distancia de u a y, que é a raiz quadrada de (u — y,u — y). Para comparar as duas
distancias, escrevemos

(9-v,9—y)={g—utu—y,g—utu—y)=(g—u,g—u)+2(g—w,u—y)+{u—y,u—y),

mas como g —u € G e u—y € G, segue que (g — u,u —y) = 0. Além disso, (g —u,g—u) é
positivo, logo

(9—v,9-y)>u—-yu—vy),
onde a desigualdade estrita confirma a unicidade.

Finalmente lembremos que, no problema do ajuste, o subespaco vetorial em questao é o
conjunto de todas as combinacoes lineares dos vetores g1, ..., gr. Nesse subespago, existe um
Unico elemento que minimiza a distancia ao ponto y, como concluimos acima. Serd que dai
podemos concluir que sempre existe um tnico conjunto de pardmetros (aq,...,ax) tal que
f=a191 + ...+ arpgr minimiza a distancia a y?

A resposta é nao, nem sempre!! Embora sé haja um elemento u do subespago que mini-
mize a distancia, pode haver diversas maneiras de se escrever esse elemento como combinagao
linear dos vetores g1,...,gkx. Para que haja apenas uma maneira de se escrever u € preciso
que os vetores gi,...,9k sejam linearmente independentes, isto é, que nenhum deles possa
ser escrito como combinagao linear dos outros.

Por exemplo, suponha que o niimero N de pontos dados seja menor do que o nimero k
de funcdes do ajuste. Ndo ha como ter k > N vetores linearmente independentes em R,
portanto certamente nao serd tnica a solugao para o problema de ajuste.

Outro exemplo, suponha que gi(z) = 1, go(x) = 2, g3(z) = 22, ..., gp(z) = 2%, e
N > k. Serd que a solucao do problema de ajuste é inica? A resposta é sim, mas o leitor
estd convidado a justificd-la inspirando-se no que esta escrito na Secao A.7.

6.3 O caso continuo

No caso continuo nio temos um espaco de dimensao finita (RY) para trabalhar. Que espaco
utilizamos? Serd que as idéias das secoes anteriores também se aplicam? Veremos que sim,
quase sem modificagdes!

No lugar de R™ consideramos um espaco de fungoes, que podemos particularizar (para nao
dificultar as coisas). Suponha que y(z) seja uma fungéo continua definida no intervalo [c, d].
Entao consideramos o conjunto E de todas as fungoes continuas definidas nesse intervalo. Em
E estao definidas a adicao e a multiplicagdo por nimeros reais: se hy e he sao fungoes de E,
entao define-se a fungao h = hy + he como sendo aquela que leva z em h(z) = hy(z) + ha(x),
e se o é um numero real, define-se a fungao h = ah; como sendo aquela que leva x em
h(z) = ahi(x). O conjunto E é um espago vetorial porque essas operagoes sempre resultam
em elementos de E. A origem ou elemento nulo de E é a fungio identicamente nula em [c, d],
e assim por diante.
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O espago vetorial E nao tem dimensao finita porque nao podemos escolher um ndmero
finito de elementos hq,...,h, que gere E, isto é, tal que qualquer elemento de E possa ser
escrito como combinacao linear desses elementos. No entanto, dado o conjunto de fungoes
g1, - -, 9k (aquelas com as quais queremos fazer o ajuste), o conjunto de todas as suas com-
binagdes lineares é um subespaco vetorial de dimensao finita de E (que chamaremos de G).

Podemos também definir um produto interno, ou produto escalar em E. Se h e f sao
fungoes de E, entao

d
(h f) = / W) (x)d |

que foi a definicao que usamos previamente, como notacao.
Observe o leitor que nas consideragoes que fizemos nas Secoes anteriores, s6 nos utilizamos
das propriedades do produto interno, a saber:

1. Simetria: {u,v) = (v, u);
2. Linearidade: {(au + fv,w) = alu,w) + B{v,w);
3. Positividade: se u # 0, (u,u) > 0.

Essas propriedades podem ser usadas para definir o produto interno, como fizemos com o
determinante no Capitulo A. Nao é dificil mostrar que a definigdo acima de (h, f) no espago
E é a de um produto interno, e dai seguem as conseqiiéncias que advém diretamente dessas
propriedades.

O subespaco G tem dimensao finita, logo tem uma base ortonormal, e dai podemos
mostrar que todo elemento y € E pode ser decomposto de forma tnica como uma soma de
duas fungoes:

y=f+¢,

onde f € G e & € G+. A funcio f é a projecao de y em G, e minimiza a distancia de y aos
pontos de G, sendo portanto uma solugao do problema de ajuste.

6.4 QOutros produtos escalares: pesos

Pensando novamente no caso discreto (mas com conseqiiéncias igualmente vélidas no caso
continuo), notamos que o célculo do qui-quadrado pressupde uniformidade dos dados (x;, y;),
isto é, cada dado entra com igual peso na férmula

N

Q) = (flai) —wi)? .

=1

No entanto, é comum sabermos, em geral em medidas experimentais, que certos dados
sao mais confidveis do que outros. A atribuicao de um peso a cada dado se daria da seguinte
forma: para cada i escolnemos um certo p; > 0, que entra no computo do qui-quadrado da
seguinte maneira:

N
QU =3 pilf(w:) = y)*
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Assim, quanto mais alto for w; maior serd a contribuigéo do dado (;, y;) para o qui-quadrado.
Por conseguinte, ao procurarmos minimizar o qui-quadrado teremos que obter menores dife-
rengas f(x;) — y; para os valores de 7 tais que p; seja mais alto. Isso fard com que a fungéo
f(z) ajustada “aproxime” melhor esses pontos (z;,y;) em detrimento de outros que tenham
menor peso.

Em medidas experimentais, em geral, o peso é dado pelo inverso da variancia

pi =

Q=

uma estimativa do erro que deve ser obtida de forma independente. Quando todos os dados
tém estimativas de erro iguais, entao o método de minimos quadrados se reduz aquele que
haviamos visto anteriormente.

No caso continuo o peso é uma fun¢do p(z) definida no intervalo [c,d] da fun¢ao dada
y(z), e o qui-quadrado é dado pela expressao

d
Q) = / (@) () — (@)

Se o qui-quadrado adotado tem pesos, temos que reformular a defini¢ao do produto escalar
entre dois vetores u = (u1,...,uy) e v = (v1,...,VUN) para

N
(u,v) = Zpiuivi )
i=1
e no caso continuo, se u(x) e v(z) sdo fungdes do intervalo [c, d], para

d
(u,v) :/ p(x)u(z)v(x)dx .

Esses produtos escalares satisfazem as propriedades que se esperam dos produtos es-
calares: simetria, linearidade e positividade. Toda a argumentagao feita anteriormente se
segue de forma idéntica, e o menor qui-quadrado entre a familia de fungoes a k parametros

f(x) =a1g1(x) + ... + argr(z) serd para a k-upla (aq,...,ax) que satisfaz o sistema linear
(g1.910a1  + (g1,92)a2 + ... + (gn,gmar = (g1,9)
(92,91)a1 + (g92,92)a2 + ... + (g2,9kmar = (g2,9)
(g, g1)ar + (gk,g2)az + ... + (g gr)ar = (gk,Y)

onde os produtos escalares foram modificados para incluir os pesos.



Capitulo 7

Familias ortogonais

7.1 Definicoes e exemplos

Podemos observar que a resolugao do sistema linear

(gr.91)a1 + (g1, 92)a2 + ... + (gn.grm)ax = (91,9)
(g2,91)a1  + (g2, g2)as + ... + {g2,9k)ax = (g2,9)
(gk-g1)a1 + gk g2)a2 + ...+ (ge,gp)ar = (gr,¥)
seria enormemente facilitada se as fungoes g1, ..., gr satisfizessem a propriedade de que os

produtos escalares mistos sejam nulos, isto é,

<gl7 gm> =0,
se | #= m. Isto é o mesmo que dizer que as fungoes g1, ..., gr sao todas ortogonais entre si
ou, de modo similar, que a familia de fungdes {gi,...,gxr} é ortogonal.
Neste caso, teriamos
o= Y
(g1, g1)
e portanto
<y7 gl>
f= g -
; )
Melhor ainda seria se a familia {g1, ..., gr } fosse ortonormal, isto é, (g;, g;) = 1 para todo
l=1,...,k, pois a férmula ficaria
k
f=) W99

=1

O leitor que acompanhou atentamente o Capitulo 6 perceberd que esta nada mais é que
a formula da projecao de y no subespaco G das combinacoes lineares de g1, .. ., gk-

i
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Vejamos a partir de agora um exemplo de como podemos fazer um ajuste de minimos
quadrados sem recorrer a um sistema linear, usando, ao invés, o conceito de ortogonalidade.
O exemplo é de um ajuste continuo, mas as idéias de apllicam no caso discreto.

Como primeiro exemplo, fixemos o intervalo [0,1] como dominio para as fungoes de E
(isto 6, c = 0 e d = 1). Se tomarmos as fungoes g1(z) = 1, go(z) = =, g3(z) = 22, ...,
gr(z) = 271, o subespaco G de suas combinagdes lineares consiste de todos os polinémios
de grau até k — 1. Nao é dificil mostrar que essas fungoes sao linearmente independentes,
formando portanto uma base de G. No entanto, elas ndo sdo ortogonais entre si (e tampouco
tém norma igual a 1). Para ver isso, basta tomar um dos produtos internos:

1 1
(91,92) = /o g1(z)g2(x)dx = /0 xdr = % £0.

E entdo como construir uma base ortonormal (ou ortogonal) de G7? Faremos isso inspira-
dos no processo de Ortogonalizagao de Gram-Schimdt. S6 para nao confundir, denominare-
mos os vetores dessa nova base de f1,..., fr. Imporemos primeiramente que o primeiro vetor
da base seja a funcdo constante igual a 1: fi(x) = 1. A segunda fungao serd um polinémio de
grau 1: fa(x) = a + bz, mas podemos supor que b = 1, se multiplicarmos por uma constante
(multiplicagées por constantes sé mudam a norma, mas nao influenciam na ortogonalidade).
Além disso, queremos que ele seja ortogonal ao primeiro, ou seja, queremos que

1 1
<f1,f2>=/0 fl(w)fz(w)de/o (a+x)dx=0.

Isso nos obriga a ter a = —%, logo

1

fa(z) = —§—|—33.

A terceira funcao sera um polinémio de grau 2, cujo coeficiente de ordem mais alta também
serd igual a 1: f3(x) = a+bx+2? (a e b diferentes dos anteriores, aqui usados somente como
parametros auxiliares). Esta funcdo deve ser ortogonal as duas previamente criadas, isto é,

(fi, f3) =0, (f2, f3) =0.
Da primeira equagao sai

1
/ (a+bx+2*)dz =0,
0

e da segunda sai
1
1
/ (—5 +z)(a+ bz +2*)dr =0.
0

As duas equagoes reunidas formam um sistema linear nas incégnitas a e b, e resolvendo-o fica
determinada a funcao fs.

O processo continua do mesmo jeito, até se chegar a k-ésima funcao. Observe que nao
nos livramos totalmente dos sistemas lineares para acharmos a base ortogonal, mas nosso
trabalho ficarda enormemente facilitado se alguém ja tiver feito isso por nés. Existem tabelas
de polinémios ortogonais prontas para serem usadas! Cada familia leva em conta a definigao
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do produto escalar utilizado que, em nosso caso, depende somente do intervalo de integragao
(e do peso, se for o caso). Veremos logo adiante como usar tabelas de fungdes ortogonais.

Exercicio 7.1 Considere (x1,x2,x3,x4) = (0.0,0.2,0.7,1.3) e o produto escalar

(fr9) = Zf(fl?i)g(%‘) :

Ache p(x) = 2% + ax + b que seja ortogonal a q(x) = x, em relagdo a esse produto escalar.

Exercicio 7.2 Mostre que as fungées senx e cosx sdao ortogonais no intervalo [0, 2]
(admitindo-se o produto escalar com peso uniforme).

7.2 Calculando polindomios ortogonais por recorréncia

Na Secao anterior vimos que podemos recorrer a polinomios ortogonais para facilitar a re-
solucao do problema de ajuste. No entanto,a obtencao dos polindmios ortogonais recai na
resolugao de varios sistemas lineares, tarefa que pode ser tdo ou mais trabalhosa do que se
nao usassemos esses polindomios.

A boa noticia, porém, é que hd uma maneira mais facil de se calcular os polinémios
ortogonais, através de uma relacao de recorréncia. Essa relagao de recorréncia funciona tanto
no caso discreto (com qualquer conjunto de pontos x1,...,xy) como no caso continuo (com
qualquer intervalo de integragdo), com ou sem pesos, ou seja, com qualquer dos produtos
internos que descrevemos.

Procede-se assim: fixa-se fo(z) = 1 e calcula~se o primeiro polindémio fi(z) = z + a, da
mesma forma que fizemos previamente. O valor de a ird depender do produto interno, e é
escolhido de maneira que (fy, f1) = 0. Agora suponha que o processo continua, como descrito
na Secao anterior, obtendo-se polinomios fa2, f3, f4, etc, de graus 2, 3, 4, etc, exigindo-se
apenas que o coeficiente de mais alto grau seja sempre igual a 1.

Em cada etapa, {fo, f1,...,fx} gera o subespaco formado por todos os polinémios de
grau k (mostre isso como exercicio, com um argumento indutivo).

Observe que comecamos a numerar nossos polindomios a partir de zero, pois assim seu
indice assim correspondera exatamente a seu grau, facilitando os argumentos.

O ponto central é a seguinte afirmagéo, que permitird calcular fj(x), para k > 2, somente
com os polinémios fx_1 € frx—2: “para todo k > 2, vale

zfr-1(x) = fu(x) = ap fr—1(z) + by fr—2(x) "

onde ay e by sao coeficientes apropriados.” Note que para k = 2 ela é verdadeira porque

zf1(x) — fow)

¢ um polinomio de grau 1 (o termo x? cancela, pois os coeficientes de mais alto grau sao
sempre iguais a 1). Logo esse polindmio pode ser escrito como combinagao linear de fy e fi,
isto é

rfi(z) — fo(x) = ax f1(x) + b2 fo(w) .
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Para &k > 3 o raciocinio é parecido, mas ha uma pequena dificuldade a resolver. O
polinémio
rfr—1(x) — fr(z)
tem grau k — 1, pois o termo x” se cancela. Segue que ele pode ser escrito como combinagao
linear dos vetores fx—1, fk—2, ..., f1, fo- Chamaremos de f a parte dessa combinagao linear
que corresponde a combinacao de polinémios f; com j < k — 3. Entao

zfi-1(2) — fu(@) = apfro1(z) + b fr2(z) + f(=) .

A nossa afirmacao estard demonstrada se provarmos que f é identicamente nulo.
Como f é um polinémio de grau no maximo k — 3, basta mostrarmos que

(f.fiy=0

para todo j < k — 3. Isolando f na expressao acima, usamos o fato de que, se j < k — 3,
entao (fx, f;) =0, (fu—1, f;) = 0 e (fr—2, f;) = 0, restando apenas mostrar que

(xfr-1(x), f(x)) =0.

Afientrao “pulo do gato”, pois se observarmos as definigdes dos produtos internos, veremos
) )
que

k

(@ fr-1(2), fi(2)) = (fr1(z),2f;(2)) .
Como zf;(x) tem grau j + 1, e j + 1 é menor do que k — 1, entdo xf;(x) pode ser escrito
como combinagao linear de fo, fi1, ..., fx—2, € 0 produto interno resulta nulo.
Talvez fosse mais diddtico apresentar o uso da afirmacao antes de sua demonstracao.
Optamos pelo contrario porque a afirmagao nao parece ser muito ébvia. Ela d4 uma férmula
para fr(x) em fungao dos dois polindmios anteriores:

fe(@) = (x — ar) fr—1(x) — b fr—2() ,

sendo apenas necessério calcular ay e bg. Para isso, fazemos o produto interno da equagao
por fr—1 (a fim de obter a) e por frx_2 (a fim de obter bg).

Ou seja, de
(@fo—15 fe—1) = (fi, fe—1) = ar(fe—1, fo—1) + bk (fr—2, fr—1)
resulta
an = <Ifk717fk71>
¥ (fro—1, fr—1)
e de
(@fe—1, fe—2) — (fi, fr—2) = ar{fe—1, fo—2) + bk (fr—2, fr—2)
resulta

b = (Efre-1, fo2)
T e fr2)

Exercicio 7.3 Obtenha os quatro primeiros polinémios ortogonais usando o método acima
descrito, para o produto interno

1
(f,9) = /_1 f(z)g(z)dx .
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7.3 Um exemplo de aplicagcao de polinémios ortogonais

Gostarfamos de aproximar a func¢ao y(z) = senz (em radianos) no intervalo [—1,1] por um
polinémio cibico. Fazendo o exercicio do final da Se¢ao anterior, constatamos que qualquer
polinémio cibico pode ser gerado por combinacao linear dos polindmios ortogonais

folw) =1, fi(z) ==, f2(35):172—% ) f3(x)::c3—gx.

Estamos procurando o melhor conjunto de parametros que ajuste
[ =aofot+arfi tazfatasfs,

e como vimos anteriormente, f é dada pela projecao de y no espagco G das combinagoes
lineares desses polindémios. Como eles sao ortogonais, f é facilmente calculavel, isto é, cada
um dos coeficientes a;, [ = 0,1, 2,3 é dado por

o = {y, fi)
<fl7.fl>
Os denominadores sao as normas ao quadrado. Temos
o fo) =2, (Fr iy = 2 (o fo) = o (fsn o) = 1o
0,J0/) — 4, 171_37 272_457 373_175'

Exercicio 7.4 Termine o exemplo. Calcule os produtos (y, f1), onde serd preciso integrar
zlsenz (sugestao: integracdo por partes). Tente ndo errar nas contas. Obtenha os coefici-
entes e explicite a funcdo f como um polinomio cibico. Desenhe um grdfico do polindmio

obtido e compare com a fungdo h(zr) = senx.

Exercicio 7.5 Ajuste, por minimos quadrados, um polinémio de primeiro grau o funcao
h(z) = senz no intervalo [0,1], usando polindmios ortogonais.

Exercicio 7.6 Ajuste um polinémio quadrdtico a fungdo e* em [—1,1] usando polindmios
ortogonais.

7.4 Exemplo de andlise harmonica

Além dos polinémios ortogonais, é muito importante também a seguinte familia de fungoes
trigonométricas, definidas no intervalo [0, 27], que é a colecao de todas as fungdes do tipo

k
ap + Z(al coslx + by senlz) .
=1

Todas as fungoes 1, cosx, cos2zx, cos3z, ..., senx, sen 2z, sen 3z, etc, sao ortogonais entre
si (prove!). Portanto, se quisermos ajustar y por uma funcdo desse tipo, teremos

1 2T 1 2m
ag y(x)dx , ap = —/ y(x) cos(lz)dx
0

2m Jo s
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1 27
b = —/ y(x) sen(lx)dx ,
T Jo
para todo I = 1,2,3,...,k. O fator % em ag corresponde & norma ao quadrado da funcao

1, e os fatores % nos demais termos correspondem a norma ao quadrado de cada uma das
fungoes restantes (prove também isto!).
Esse tipo de ajuste é chamado de andlise harmonica.
O problema é que em geral a fungao a ser ajustada nao se encontra definida no intervalo
[0, 27], e mesmo assim gostariamos de aproximé-la por fungoes trigonométricas. Mas ai, se o
intervalo for escrito como [c, d], basta usar as fungoes
T —c T —c

1, sen(2ﬂ'ld ), COS(27Tld

Para exemplificar, faremos a andlise harmoénica de y(x) = 2(1 — z) (uma pardbola) no
intervalo [0,1]. Teremos que usar as fungdes 1, sen(2nlz), cos(2nlz), | = 1,2,..., que sdo
ortogonais entre si.

Primeiro calculamos as normas ao quadrado. Temos a mais facil, fol 1-1dz = 1. Além

disso
27l l 27

=57 A sen2udu:ﬁ A sen? udu |

1
/ sen?(27lx)dx
0
e analogamente

1 2
/ cos? (2mlx)dx = 2#12/ cos? u .
0 0

As integrais f027r sen? udu e f027r cos? udu sio iguais a m (prove, usando que cos2u = 1 —
2sen?u = 2 cos?u — 1), portanto todas as normas ao quadrado sdo iguais a %, excetuando-se
a primeira fungao, que tem norma 1.

Agora temos que calcular os produtos internos dessas fungdes com a fungao y(z) = z(1 —

r) =z — 2% Com a primeira funcdo é a prépria integral de z(1 — ), que vale %. Entao

1
1-z(1 —x)d 1
ao:fo x( 3:):0:_.

Jy1-1da 6

Depois observamos que os b;’s sdo todos nulos. Isso porque a funcdo (1 — x) é par em
relagao a ¢ = %, e as fungoes sen(27lz) sdo impares em relagdo ao mesmo ponto, donde o
produto das duas é impar em relacao a x = % Como o intervalo [0, 1] é simétrico em torno
de z = %, entao

1
/ (1 —z)sen(2nlx)dz =0,
0

para todo [ > 1.

S6 nos resta obter
fol z(1 — z) cos(2mlx)dx
T .

2

a] =
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Com u = 2wlx obtemos

2 27l 2 27l 9
QZ_W/O UCOSUCZU—W/O u” cosudu .

A primeira integral é nula, porque u cosu pode ser escrito como (u — 7l) cosu + wl cosu. O
primeiro termo da soma é uma func¢ao impar em relagao a x = wl, que é o ponto intermedidrio
do intervalo, e portanto sua integral é nula. E a integral de cosu em qualquer periodo
completo também é nula.

Quanto a segunda integral, integramos por partes duas vezes e achamos a primitiva
u?senu + 2ucosu — 2senu de u? cosu. Usando a primitiva, chegamos em

1

a = ——— .
m2]2

Assim podemos fazer o ajuste de 2(1 — z) usando quantas fungdes trigonométricas qui-
sermos. Se formos até [ = k, teremos

| =

1 a1
f(z) = _FE l—2COS(27Tl,T)
=1

(o leitor estd convidado a fazer um gréfico de (1 — z) e um grafico de f(z) paral =2 e
comparar visualmente o resultado).

Esta fora do escopo deste livro demonstrar isto, mas se tomarmos k indo para infinito a
fungao de ajuste f(z) estard cada vez mais perto da funcgao ajustada y(z) = z(1 — z). Em
particular, f(0) estard cada vez mais perto de y(0), que é igual a zero. Portanto

Escrito de outra forma,

Exercicio 7.7 Faca um pequeno programa de computador para ver se a formula acima estd
correta. O computador serd necessdrio porque a convergéncia para o limite € bastante lenta,
e um valor de k muito grande € necessdrio para se conseguir wma boa aproximac¢ao de 7.
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7.5 Uso de funcoes tabeladas por mudanca de variavel

Freqiientemente conhecemos uma familia de polinémios ortogonais (por exemplo, usando uma
tabela), ou mesmo a familia de fungdes trigonométricas acima mencionada, mas a fungao h(x)
da qual queremos fazer o ajuste esta definida em um intervalo diferente. Serd que ainda assim
podemos aproveitar a informacao disponivel?

A resposta é sim, e a maneira é simples: recorremos a uma mudanga de varidveis afim.
Assumiremos que temos uma familia de fungbes ortogonais fy, f1,... tabelada no intervalo
¢, d], e gostarfamos de ter uma familia de funcdes ortogonais no intervalo [¢, d].

Em primeiro lugar, construimos uma fungao afim L que leve o intervalo [é, cz] no intervalo
[¢, d], sobrejetivamente. Isso pode ser feito explicitamente:

L(z)=c+ = ?(x—é)

d—¢

Sua inversa também pode ser calculada de forma explicita:

_é(x—c).

1 A
L (x)—c—i—d_c

Para facilitar a notagao, chamaremos de A o coeficiente linear de L:
d—c

A==
d—¢

Afirmamos que a familia fo, fl, ... dada por

filx) = fi(L(x))

é ortogonal com respeito ao produto interno usual do intervalo [¢, d]. Para isso, s6 precisamos
mostrar que

d,\ A ~
/ fi(@) fr(x)dz =0,

para [ # k, usando a informagao de que, nesse caso,

d
/ fi(@) fr(z)dz =0.

/fz ) fio(@ d:c—/fl (L(x))dx

e, fazendo a mudanga de varidveis v = L(z) (com du = L'(z)dz = Adz), obtemos

Entretanto

L(d)
[ Atws o= / i) fuw)du = 0.
L&)

Observe que consideramos apenas o caso continuo, com peso uniforme. Outras situagoes
podem ser consideradas, tomando-se os devidos cuidados, mas nao discutiremos receitas
gerais aqui.
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Perceba também que no exemplo de andlise harmoénica da Secao passada nos fizemos
isso, pois originalmente haviamos apresentado fungoes trigonométricas ortogonais entre si no
intervalo [0, 27], mas no exemplo fizemos a anélise harmonica adaptada para o intervalo [0, 1].

Além do mais, olhando para o que fizemos, no caso de as fungoes fo, fl, ... serem po-
lindbmios entao as fungoes fy, f1,... também serao polinémios, respectivamente de mesmo
grau.

Vejamos um exemplo, para ilustrar. Na Segao 7.3 obtivemos os polinémios ortogonais
foz) =1, fi(z) =z, fa(z) = 2® — &, fs(x) = 2® — 2, relativamente ao produto interno
usual no intervalo [—1, 1], porém gostariamos de fazer um ajuste polinomial no intervalo [1, 2].

Entao procedemos como descrito acima. Achamos primeiro a fungao afim L que leve o

intervalo [1, 2] no intervalo [—1, 1], dada por
Lz)=-142(z—1)=22-3

(procure sua prépria maneira de aché-lal). Os polinémios procurados sdo dados por fl = fjoL.
Portanto

(L(2))
(L(z)) = L(x) = =3+ 2z

= fs(L(@) = L(@)? -} =da® — 120+ %
(L(2))

= L(z)® — 2L(z) = 82° — 362% 4 54w — Sz — 128

hos
-l

8
GGG

fos
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Parte 111

Equacoes e Zeros de Funcoes
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Capitulo 8

Zeros de funcoes e o Método da
Dicotomia

8.1 Introducgao

Considere o seguinte problema: “dada uma func¢ao real f, achar suas raizes, isto é, os valores
de x para os quais f(x) =07, como ilustra a figura abaixo (os pontos pretos indicam as raizes
da fungéo representada no desenho).

Pode a principio parecer um problema especifico, mas ele aparece toda vez que tivermos
uma equag¢do a ser resolvida. Uma equacao nada mais é do que uma expressao

Ji(x) = fa(x) ,

onde procuramos o(s) valor(es) de = que a satisfaca(m). Ora, mas isso é o mesmo que achar
as raizes da funcdo f(z) = f1(z) — f2(x).

Além disso, o problema se relaciona com a inversdo de fung¢des. Por exemplo, temos uma
fungdo g(x) conhecida, mas gostarfamos de determinar g~! em certos pontos. Lembrando
que g~ Y(y) é definido como sendo o valor = tal que g(x) = y temos que, para um dado y,
resolver a equagao g(z) = y e determinar z = g~ 1(y). Resolver a equacio g(z) = y é o
mesmo que achar um zero da funcdo f(z) = g(x) — y.

Nas préximas Segoes veremos alguns exemplos que ilustram o problema.

89
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8.2 Raiz cubica de 10

Suponha que queiramos achar um ndmero Z positivo tal que > = 10. Esse ntimero é o que
denominamos a raiz ctibica de 10, ou v/10.

Graficamente, encontramos Z pela interseccao de
{y = 23} com {y = 10}, como mostra a figura ao
lado. Observe também que o problema é equivalente
a resolver a equagao

3 —10=0,

ou seja, estamos procurando a raiz de f(z) = 2*—10.

8.3 Para-quedista ou bolinha em queda dentro d’agua

Imagine um péara-quedista que abre seu para-quedas no instante t = 0, da altura hg. Ou,
alternativamente, uma bolinha que parte do repouso a altura hy dentro de um tubo cheio
d’4dgua, e cai sob a forga da gravidade. Levando em conta que a queda nao é completamente
livre, isto é, o meio oferece resisténcia ao movimento, quanto tempo levara a queda do para-
quedista ou da bolinha?

_ 5

A diferenca bésica entre os dois problemas é a velocidade inicial. No caso do péara-
quedista, ela é bastante alta, e o para-quedas tenderd a amortecé-la até atingir uma velocidade
compativel com a possibilidade do corpo humano suportar o choque com o solo. No caso da
bolinha, a velocidade inicial é zero e cresce com o tempo.

Empiricamente, constata-se que o meio oferece resisténcia ao movimento com uma forga
tanto maior quanto maior for a velocidade.
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Num gréfico, terfamos algo como mostrado na figura
ao lado. Isso implica que héd um valor de velocidade
v* para o qual a forga de resisténcia é exatamente
igual a forca da gravidade. Se o corpo em queda esté mg
a essa velocidade, a forga da gravidade e a resisténcia

do meio se anulam entre si, e a resultante das forgas

é zero. Isso implica que o corpo nao sera acelerado

(nem desacelerado), e portanto permanecerd cons- V¢ velocidade
tantemente em movimento a velocidade v*.

Por outro lado, se a velocidade inicialmente é maior do que v*, entao a forca de resisténcia
serd maior do que a forga de gravidade, o que fard com que o corpo reduza sua velocidade.
Tudo sugere que os graficos Velocidade vs. Tempo tenham o seguinte aspecto, dependendo
da relagao entre vy e v*, onde vy é a velocidade inicial do corpo.

\Y Vv \'

%

=V Ve

forca de
resistencia

t t t

Sob a hipdtese de que a forga de resisténcia do ar é proporcional a velocidade do corpo,
em valor absoluto, é possivel mostrar que a evolugao da velocidade em fungao do tempo é
dada por

0(t) — vy = (vg — vy)e 77"

onde g é a constante de gravidade & superficie terrestre (vide Se¢ao 17.3.3 para uma justifi-
cativa).

Como interpretar essa férmula? Ora, note que se definirmos Av(t) = v(t) — v*, isto é, a
diferenca entre a velocidade do corpo e a velocidade de equilibrio, a férmula apenas diz que
Awv no instante ¢ é igual a Av no instante ¢ = 0 multiplicado por e~ 5% Isso estd de acordo

com as figuras que haviamos desenhado.

0- °
Sabendo agora como evolui a velocidade do corpo em fungao
do tempo, como podemos deduzir a evolugao da altura h(t)?
Primeiro precisamos fixar coerentemente as coordenadas.
Temos considerado velocidades positivas para corpos em
queda, logo temos que medir a altura, com a coordenada h,
de cima para bairo. Por conveniéncia, fixaremos o zero de

h como sendo a altura hg, de forma que o solo serd atingido h=h
~ ol N
no instante T tal que h(T') = ho.
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O espago percorrido é dado pela integral da veloci-
dade no intervalo de tempo considerado. Assim,

h(t) — h(0) = /0 v(s)ds ,

onde h(0) = 0, pela maneira como fixamos a coorde-
nada. No gréfico de velocidades, isso corresponde a
achar a drea sob a curva v(t). A varidvel s é usada
como auxiliar, para diferir do extremo de integragao.

Entao
h(t) = /0 (v* + [v(0) — v*]e” 5 *)ds
¢ T
= /0 v ds—l—[v(())—v]/o e 5 ds
= o't + [v(0) — U*](_U_)(e,%t —1)
Logo
h(t) = v;j[v@) — v+t - %[vm) _ et

Agora, se quisermos achar T tal que h(T) = hg, teremos que resolver a equacao

ho = —[v(0) — v*] + v*T — = [v(0) — v*]e~7+T
g g
Chamando
A = U—[U(O)—U*]—ho
g
= ’U*
,U*
c = —Ww0)—2*
7 [v(0) —v7]
p = =
g



8.4. O CILINDRO DEITADO

entao estamos procurando a raiz da fungao
ft)=A+ Bt —Ce Pt

Graficamente, essa raiz é dada pela projecao
na abscissa do encontro entre a reta A + Bt
com a funcio Ce™ P!, vide ao lado.

8.4 O cilindro deitado

Considere um cilindro colocado horizontal-
mente sobre um plano, paralelo ao solo, como
na figura ao lado. O cilindro tem uma aber-
tura, na parte superior, para a colocagao de
dgua (para dramatizar o exemplo, imagine um
contéiner de petrodleo, gigante, com esse for-
mato e nessa posi¢ao). O problema é: como
determinar uma escala com marcacoes que in-
diquem o volume de dgua dentro do cilindro (e
ndo simplesmente a altura do nivel da dgua)?

93

A+Bt

Ce—Dt

d

Para ver a relacao entre essa questao e o problema de achar o zero de uma funcao,
quantifiquemos um pouco mais o problema. Seja [ o comprimento do cilindro e r o raio de
uma segao transversal, perpendicular ao seu eixo. O volume total do cilindro é dado por

v=1-7r

pois 72 é a “4rea da base” e [ a “altura” do cilindro, embora ele esteja deitado.
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Se ele estiver cheio até a altura h entao o vo-
lume de 4gua ali contido serd [ vezes a area
preenchida pela dgua numa secao transver-
sal qualquer, que chamaremos de A(h). Note

/ ) —:COS(G) que h varia entre 0 e 2r, e que A(0) = 0,
-+ A(2r) = 7% e A(r) = 27r%. Mas e os outros
y L> h valores de h? Como achar a fungao A(h)?
\
A(h)

Aqui podemos fazer um pouco de geometria: supomos que h < r (o raciocinio serd
completamente andlogo para h > r) e consideramos o angulo 6 formado entre a vertical e a
linha L. A relagao entre h e 0 é simples: rcosf + h = r, ou seja, h = r(1 — cos ).

Lembremos agora que a drea de um setor de angulo 6 pode ser achada por regra de trés,

lembrando que para § = 27 a 4rea é 7wr:

0=2r — 1

_ L1,
p a0 :>a(9)—§97’ .

Como mostra a figura, a drea que queremos calcular é menor do que a area de dois setores

de angulo 6 (perfazendo 6r?), e o excedente é a 4rea de dois tridngulos-retangulos.
A drea excedente é o produto dids, onde d; = rcosf e do = rsinf. Logo

1
A(h) = 0r* —r?sinfcos = (0 — 3 sin 26) ,

I

a
I

lembrando que 6 depende de h pela relacdo h =

r(1 — cosf). Essa conta sugere que talvez seja mais 3|
facil fazer a escala ao longo do contorno do cilindro, —
parametrizado pelo angulo €, como se fossem as mar-

cas de um relégio (pode-se fazer uma escala vertical, ~ 2|

mas as contas ficardo mais complicadas). W
6=0

E facil ver que a mesma férmula vale quando h > r (verifique!). Resumindo, o volume
v(#) depende de 0 pela férmula

v(6) = 1r?(0 — %sin 20) ,
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onde 6 varia entre 0 e m. O gréfico de v(6) (de fato, o grafico de © = v(6)/Ir?) estd esbocado
na figura abaixo.

N =

Na figura, colocamos na vertical a varidvel v = ;%, de forma que o grafico fique inde-
pendente do raio r e do comprimento ! do cilindro. As linhas pontilhadas indicam as duas
funcdes (6 e —3 sin26) que somadas produzem a funcio 9() = 12502 .

A funcado 9(0) tem derivada nula em 6 = 0 (e por simetria em 6 = 7), pois

v'(0) =1— = -2cos26

1
2

v'(0) =1—rcos(0) =0 .

Suponha agora que o volume total do cilindro seja da ordem de 10 litros e que queremos
marcar, no contorno do cilindro, o valor de 6 correspondente a um volume de dgua de 3
litros. Isso corresponde, no grafico, a achar o valor de @ para o qual v(f) = 3 (se o volume
for medido em litros).

Esse é o problema de achar a raiz da funcao v(f) — 3. O mesmo procedimento pode ser
adotado para se calcular as marquinhas correspondentes a outros valores do volume, de forma
que toda a escala possa ser construida.

8.5 Catenaria

Mais uma vez, suponhamos uma corrente pendurada em dois pontos de sustentagdao. Seu
formato, como ja dissemos, é o do gréfico da funcao

f(#) =+ (cosh(ex) 1) .

desde que a origem do plano cartesiano coincida com o ponto de minimo da curva.
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Na Subsecao 4.3.2 propusemos uma maneira de achar o parametro ¢ experimentalmente,
através de um ajuste de fungoes, no caso nao linear. Aqui veremos que, a partir da posicao de
um tnico ponto da corrente (excetuando o ponto de minimo), podemos achar o parametro c.
Para tanto, reduziremos o problema a achar o zero de uma funcao cuja variavel é o parametro
c.

Suponha que a corrente passa por um certo ponto (g, yo) # (0,0). Isso significa que

yo = f(zo) = % (cosh(ecxg) — 1) .

Entao
cosh(cxo) —cyo—1=0,

isto é, o parametro ¢ é, necessariamente, um zero da funcao
F(c) = cosh(exg) —cyo— 1.

Graficamente, podemos pensar também que ¢ é o cruzamento do grifico de cosh(czg)
com o grafico da funcao afim 1 + cyp. Da convexidade do cosseno hiperbdlico segue que ha
apenas dois pontos onde as funcoes coincidem, e um deles é ¢ = 0. Como ¢ nao pode ser
zero (pois aparece no denominador, na expressao da fungao f), entdo ¢ fica completamente
determinado uma vez dado (xg, yo).

Para calcular ¢ explicitamente, no entanto, é necessario algum método numérico.

8.6 Método da Dicotomia

Nesta Secao apresentaremos o Método da Dicotomia, que é um método intuitivo de se achar

a raiz de uma fungao. Métodos mais sofisticados serao estudados nos proximos Capitulos.
O primeiro passo ¢ isolar a raiz =* dentro de um intervalo onde a fungao seja monoétona:

ou crescente ou decrescente. Sejam ag e by os extremos desse intervalo.

Observamos entao que a fungao assume valores com sinais

opostos nesses extremos, isto é,

f(an) - £(bo) <0.

%
No desenho ao lado, f(ap) < 0 e f(by) > 0. Seria ao
contrario se no desenho a fungao fosse decrescente. Esse /
primeiro passo depende muito do conhecimento prévio que
se tem a respeito da funcao.

Em seguida passamos a cercar a raiz com intervalos, cada intervalo com um tamanho
igual a metade do tamanho do intervalo anterior.

Para ilustrar o método, usemos a funcio f(z) = 2 — 20. Observe que achar x* tal que
f(z*) =0 é o mesmo que achar a raiz cibica de 20.

1. Escolhemos ag = 2, pois 23 — 20 < 0 e by = 3, pois 3% — 20 > 0.

2. Escolhemos o ponto médio do intervalo, ao qual chamaremos provisoriamente de cg:

aop + b

Co = 5
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Neste caso, ¢y = 2.5.

. Testamos o valor de f em cg:

fco) = f(2.5) =25 -20=—4.375<0 .
Concluimos que z* esta a direita de cg, o que nos faz definir o novo intervalo

[al,bl] = [Co,bo] .

. Repetimos o procedimento 2), agora com o intervalo [a1, b1], ou seja, calculamos o ponto

médio
ar + b

=2.75.
2

Cc1 =

. Avaliamos f em ¢y:

fle1) = f(2.75) = 2.75% — 20 = 0.796875 > 0 .
Concluimos que z* esta a esquerda de c¢1, o que nos faz definir o novo intervalo

[ag,bg] = [al,cl] .

Prosseguindo, colocamos os dados numa tabela, indo até a décima etapa:

an by, Cn r, tep rf’l
2 3 2.5 2.5+0.5 15.6
2.5 3 2.75 2.75 +0.25 20.8
2.5 2.75 2.625 2.63+0.13 18.2
2.625 2.75 2.6875 2.69 + 0.07 19.5
2.6875 2.75 2.71875 2.72 4+ 0.04 20.12
2.6875 2.71875 2.703125 2.703 £ 0.016 19.75

2.703125 2.71875 2.7109375 2.711 £ 0.008 19.93

2.7109375 2.71875 2.71484375 | 2.715 =+ 0.005 20.013

2.7109375 | 2.71484375 | 2.712890625 | 2.7129 £ 0.0020 | 19.966
2.712890625 | 2.71484375 | 2.713867188 | 2.7139 £ 0.0011 | 19.989
2.713867188 | 2.71484375 | 2.714355469 | 2.7144 + 0.0006 | 19.9996

Sl N|o|uf k] w v —lof 3

Na tabela, calculamos os extremos e centros dos intervalos usando todas as casas decimais
disponiveis na calculadora. No entanto em cada etapa s6 sabemos com certeza que a raiz
estd entre a,, e b,, portanto o erro em assumi-la com o valor de ¢, é

bn_an

2

Os valores de r, sao arredondamentos de ¢, até uma certa casa decimal, com um erro e,
garantindo que a raiz esteja entre r, — e, e r, + €,.

O critério para a determinacao de 7, e e, foi o seguinte. Primeiro determinou-se o erro

%(bn —ay), com todas as casas decimais possiveis. De posse desse valor, escolheu-se o niimero
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de algarismos significativos para expressar e,, 1 ou 2. O critério dessa escolha baseou-se num
certo grau de “razoabilidade”, de forma que: (i) o primeiro ou os dois primeiros algarismos
significativos de e, sejam uma dentre as possibilidades 10, 11, 12, 13, 14, 15, ..., 24, 25, 3, 4,
5,6, 7,8 e9; (il) tomando r,, como o arredondamento de ¢, na casa decimal correspondente
a ultima casa decimal de e,, o intervalo [r,, — e, T, + €,] contenha o intervalo [a,, by,]; (iii)
en seja o menor possivel.

Por exemplo, para n = 4 temos %(b4 — aq) = 0.03125, entdo tomamos e4 = 0.04 (néo
podemos usar 0.03, sendo a condigao (ii) pode nao ser satisfeita). Em seguida arredondamos
¢4 = 2.71875 na segunda casa decimal, obtendo ry = 2.72. E preciso ai testar a condicao
(iii): 2.72 —0.04 = 2.68 < a4 € 2.72+ 0.04 = 2.76 > by, tudo bem. Se essa condigdo nao
fosse satisfeita, e, teria que ser ligeiramente aumentado, respeitando (i), (ii) e (iii) a0 mesmo
tempo.



Capitulo 9

Métodos iterativos

9.1 Plano geral

Neste Capitulo discutiremos a determinacgao de zeros de fungoes por meio de métodos ite-
rativos. Os métodos iterativos (ndo sao interativos, atencao!) sdo realizados da seguinte
maneira.

1. Dada a fungao f da qual se procura uma raiz x*, “fabrica-se” uma funcao auxiliar ¢
(quais caracteristicas ela deve ter e como aché-la, veremos aos poucos).

2. Arrisca-se um “palpite” inicial zg, e a partir desse palpite constréi-se uma seqiiéncia
de valores zg, z1, T2, ..., onde o valor x4+ depende do valor zj pela relagao

Tr1 = p(T) -

3. Se a escolha de ¢ e de ¢ for feita com algum critério, espera-se que a seqiiéncia {xy }
convirja para z*, como mostra esquematicamente a figura abaixo.

4. Com algum critério de parada, em funcao da precisao que se deseja na resposta, toma-se
um dos zx’s como aproximagao de z*.
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9.2 Pontos fixos

A primeira observag@o pertinente a respeito do plano geral tragado acima é sobre o tipo de
ponto que deve ser z*, em relagdo & aplicagdo ¢ (em relagdo a fungao f ji sabemos: x* é
uma raiz de f). Supondo que, no minimo, ¢ seja uma funcdo continua, notamos que, se x
tende a a*, entdo p(xy) deve tender a p(z*) (é a definicao de fungao continua, pense nisso!).

Por outro lado tem-se que ¢(x) = xk+1, entdo a seqiiéncia p(x) é a prépria seqiiéncia
dos zj, adiantada no indice k& de uma unidade. Como () tende a ¢(z*), entdo zj, tende
a @(x*). Ora, mas se xj tende ao mesmo tempo para z* e para ¢(z*), a conclusao é que z*
e p(x*) tém que ser iguais!

Para resumir, uma condigao necessdria para que o plano geral de achar a raiz z* de f por
iteragao de uma fungao ¢ funcione é que, no minimo, valha

p(a”) = a*

Esta condigao, no entanto, nao € suficiente para que o plano dé certo, como veremos mais
adiante.

Todo ponto x para o qual se tenha ¢(x) = x é chamado de ponto fizo da fungao p. O que
acabamos de concluir é que a funcao auziliar ¢ deve ter a raiz x* de f como ponto fixo.

Um ponto fixo da fungdo ¢ é localizado pelo cruzamento do gréfico de y = ¢(z) com o
grafico de y = z, a diagonal, ao contrario das raizes de f, que sao localizadas pelo cruzamento
do gréfico de f com a abscissa (y = 0). Na figura abaixo, por exemplo, a fun¢ao ¢ esbogada
tem 2 pontos fixos (suas quatro raizes ndo nos interessam).

Exercicio 9.1 Determine os pontos firos (se houver) de p(z) = 2> — x + 0.5. Esboce o
grdfico de . Construa a seqiéncia de iterados xp+1 = p(xk) a partir de xg = 0. A seqiiéncia
converge? Se converge, converge para algum ponto firo? Faca o mesmo para xg = 2, e depois
para xg = 1.5.

Exercicios de iteragao ficam bem mais faceis com uma boa calculadora cientifica. Algumas
vezes é preciso iterar bastante, por isso convém reduzir ao maximo o nimero de operacoes
na maquina em cada etapa. Em algumas calculadoras, existe uma variavel de meméria que
guarda a resposta do tdltimo célculo. As vezes essa varidvel pode ser colocada na férmula
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completa. Por exemplo, em algumas calculadoras CASIO essa varidvel chama-se “Ans”.
Procede-se assim, para zo = 1.5 e p(z) = 2> — 2 + 0.5: (i) escreve-se 1.5 e aperta-se “EXE”,
fazendo com que 1.5 seja armazenado em “Ans”; (ii) escreve-se “Ans? — Ans + 0.5”, aperta-
se “EXE” e aparece a resposta 1.25, que é o 1 (e esta resposta é armazenada em “Ans”,
substituindo o valor anterior); (iii) apertando “EXE” novamente a calculadora fard a mesma
conta, s6 que a partir do novo valor de “Ans”, que é o x1, assim aparecerd o valor de zs; (iv)
a partir dai é s6 ir apertando “EXE” que vao aparecendo os xj’s, em seqiiéncia.

Se a calculadora nao dispuser desses recursos, mesmo assim ela deve ter maneiras de
armazenar valores em memoria. Guarde o resultado xj na memoria e procure usa-la na hora
de calcular xg41. Calculadoras que permitem colocar a férmula inteira antes de fazer a conta
sao as melhores para isso.

H4 também, é claro, a possibilidade de se fazer um pequeno programa em computador
para realizar essas contas. Qualquer linguagem que lide facilmente com numeros reais serve
para isso.

Exercicio 9.2 Tome p(x) = 3.1z(1 —x) e 9 = 0.3. O que acontece com a seqiiéncia de
iterados?

Exercicio 9.3 Tome p(z) = 42(1 —x) e o = 0.3. O que acontece com a seqiiéncia de
iterados?

9.3 Funcoes auxiliares candidatas

E natural nos questionarmos se podemos achar uma funcdo ¢ tal que ¢(z*) = z* se nao
conhecemos exatamente z*, afinal estamos desenvolvendo um método cuja finalidade ultima
é justamente achar x*! Acontece que por um pequeno truque isto é perfeitamente possivel,
e de maneira surpreendentemente simples!

Para comegar, tome a funcao f(x) e adicione a ela a funcao identidade, isto é, defina

p(a) =+ f(z) .
Note que se z* for uma raiz de f entao
pa”) =" + f(a7) = a7,

isto é, * é um ponto fixo de ¢. Inversamente, se * for um ponto fixo de ¢ entdo z* sera
também uma raiz de f. Em conclusao, se ¢ for definida dessa maneira entao as raizes de f
coincidirdo exatamente com os pontos fixos de !

O mesmo acontecerd se definirmos

p(z) =z +af(x),

onde o é um numero real qualquer, ou mesmo

p(z) =z +a(@)f(z),

onde a(z) é uma funcdo (continua) qualquer.
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Como nao devemos nunca dispensar um dese-

nho, em tudo o que fazemos na matemaética, (I)(X) =% 71 f(x)
vejamos como podemos esbogar ¢(z) = x + g
af(x) diretamente a partir do esbogo do
grafico da funcao f. Se « for positivo, ao mul-
tiplicarmos a funcao f por « estaremos “enco-
lhendo” (se o < 1) ou “dilatando” (se a > 1)
o grafico na diregao vertical. Nas raizes, como
a funcao vale zero, o efeito é nulo. Se « for ne-
gativo o gréfico serd, além disso, refletido em
torno da abscissa. Depois dessa multiplicacao
temos apenas que “somar” o grafico resultante

a diagonal. Na figura ao lado esbogamos o pro- f(x)
. 1 1
cesso com « igual a —3. \/\/zf()()

Exercicio 9.4 Considere f(x) = sen(x) (nao se esquega, x em radianos!). Esboce o grdfico
de o(z) =z + f(z). Esboce também o grdfico de ¢(z) = x — L f(z). Itere ¢ e a partir da
condi¢cao inicial x =1 e compare os resultados.

9.4 Visualizando iteragoes

E importante se ter nogao visual do processo de iteragao de uma funcao ¢, e para isso
veremos como fazer iteragoes usando apenas o esboco da funcao. Obviamente haverda um
acumulo de erro quando fizermos iteragoes sucessivas, mas os desenhos nos ajudarao a melhor
compreender os diversos tipos de comportamentos presentes nos métodos iterativos.
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A primeira coisa que devemos fazer é dese-
nhar o grafico da funcao, e em seguida a di-
agonal, que nos auxiliard. Depois escolhemos
uma condigao inicial zp (é apenas um ponto da
abscissa), e 0 objetivo é encontrar a posigao, B
na abscissa, de x1 = ¢(zg). Movendo-nos ver- . 0) (g, 0)
ticalmente, encontraremos o grafico de ¢, na ’
posicao (xg, p(xg)). Como p(xg) = x1, este é
o ponto (zg,z1), ou seja, j& encontramos 1,
mas ele é a sequnda coordenada do ponto en-
contrado. Nosso objetivo, no entanto, é en-
contrar o ponto da abscissa (1, 0).

(Xl X) )

o

Entao movemo-nos horizontalmente, isto é, mantendo fixa a segunda coordenada, a partir
de (xg,x1) até encontrar a diagonal. Na diagonal, os valores da primeira e da segunda
coordenada sao iguais; como a segunda foi mantida sempre igual a x1, entao esse ponto sera
(z1,21), € com um movimento vertical determinamos x1 sobre a abscissa.

Para a determinacao de x5 o procedimento é andlogo: movimento vertical até encontrar
o gréafico, depois movimento horizontal até encontrar a diagonal e finalmente movimento
vertical até encontrar a abscissa. E assim por diante!

Observe que podemos poupar um pouco de trabalho quando fazemos uma série de iteragoes
sucessivas. De z vamos verticalmente até o gréfico (a altura z;), depois horizontalmente até
a diagonal (& posigao horizontal x1). Depois, de acordo com o que foi descrito acima, irfamos
verticalmente até a abscissa (& altura zero) e entdo verticalmente até o grifico (a altura
x2 = @(x1)). Ora, a composigao de dois movimentos verticais ainda é um movimento verti-
cal, que poderia ser feito de uma vez s6. Ou seja, logo apds nos movermos horizontalmente
até a diagonal, encontrando (x1,x1), podemos nos mover verticalmente até o grifico, en-
contrando (z1,z2). Em seguida continuamos, indo horizontalmente até a diagonal, no ponto
(22, x2), e depois verticalmente até o gréfico, no ponto (z2, 23), e assim por diante. Coletando
as primeiras coordenadas de cada ponto de encontro com o grafico, teremos a seqiiéncia de
iterados a partir de zg. Veja na figura abaixo uma ilustragao desse procedimento.
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Exercicio 9.5 Faca um esbogo de ¢ = 2x(1 — x) e itere a partir das sequintes condi¢des
iniciais: (i)rg = —0.5; (i1) v = 0.0; (ii1) zo = 0.25; () xo = 0.5; (v) zo = 0.75; (vi)
xo = 1.0; (vii) xg = 1.25. O que acontece com cada seqiiéncia de iterados? Converge, ndao
converge? Dd para inferir o que acontecerd com o restante das condi¢ées iniciais?

Exercicio 9.6 Como se explica um ponto fixro no procedimento acima?

Exercicio 9.7 Se a regra fosse “verticalmente até a diagonal e horizontalmente até o
grafico”, o procedimento estaria bem definido? A regra seria clara?

Exercicio 9.8 Uma pré-imagem de um ponto y pela fungdo @ é um ponto x tal que p(x) = y.
Muitas vezes um ponto tem mais do que uma pré-imagem. Usando um grifico de ¢, invente
um método rdpido para achar todas as pré-imagens de um ponto dado (suponha que o ponto
dado foi indicado sobre a abscissa,).

9.5 Iterando perto de pontos fixos

Vejamos agora, através de esbocos, o que acontece com a seqiiéncia de iterados quando a
condigao inicial estd préxima de um ponto fixo. A pergunta a ser respondida é: serd que
ela converge para esse ponto fixo? A resposta é de suma importancia, uma vez que nosso
objetivo é encontrar o ponto fixo por aproximacoes sucessivas. Sem isso, nao teremos condigao
de preencher o terceiro item do nosso plano geral, tracado no comego do Capitulo.

Para comegar, adotaremos como hipdtese que o ponto fixo z* seja isolado, isto é, que

numa vizinhanga (pequena) de 2* néo exista nenhum outro ponto fixo. Isto também significa
que perto de z* o grafico de ¢ sé toca a diagonal no proéprio z*.



9.5. ITERANDO PERTO DE PONTOS FIXOS 105

Na figura ao lado mostramos os in-
gredientes basicos de que necessitare-
mos: o grafico de ¢, préximo a z*, . .
a diagonal e o que chamaremos de R ,'
diagonal secunddria em x*, que é a N .
reta de inclinagao —1 passando por " .
(z*,x*). Para simplificar, assumiremos o+ N
que também a diagonal secundaria sé N
seja intersectada pelo gréafico de ¢ no ” .

ponto (z*,z*). Essas hipdteses ndo sao v ™
demasiadamente restritivas: é raro en- . "
contrar um caso em que elas nao sejam v
respeitadas.

X*

Assim, podemos imaginar diversas possibilidades para o grafico de ¢, de acordo com a
posigao em relacao ao cone duplo formado pela diagonal e pela diagonal secundéria, como
mostra a figura abaixo. Nos diagramas, hachuramos o que queremos convencionar como a
“parte interna” do cone, entre as duas diagonais.

hy M 0 )

Nos casos (d), (e), (f) e (g) o grifico de ¢ tangencia a diagonal em z*. Isto tem um
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significado, se ¢ for uma funcao diferencidvel: ¢’(2*) = 1, pois basta lembrar que a derivada
é a inclinacao da reta tangente ao grafico. Nos casos (h), (i), (j) e (1) o gréfico de ¢ tangencia
a diagonal secunddria em z*, ou seja, ¢'(z*) = —1.

No caso (a), a tangente ao grafico de ¢ em x* é uma reta de inclinagdo menor do que 1
(pois é menor do que a inclinagao da diagonal) e maior do que —1 (ou seja, menos negativa
do que a inclinagao da diagonal secundaria). Portanto

—1<¢'(z%) < +1

no caso (a).
No caso (b) temos

@' (x") < =1

e no caso (¢) temos
P@*) > +1.

Em resumo, podemos considerar 3 possibilidades, de acordo com o médulo de ¢’ (z*): (i)
| (z*)] < 1, caso (a); (ii) |¢'(x*)| > 1, casos (b) e (¢); (iii) |¢'(z*)| = 1, casos (d) a (1).

Uma espécie de reciproca também é vélida: sempre que |¢'(2*)| for menor do que 1 o
grafico de ¢ na vizinhanga de x* assumird o aspecto de (a), e sempre que |¢'(2*)| for maior
do que 1 ele assumird o aspecto de (b) ou (¢), de acordo com o sinal. No entanto, se |¢’(z*)]
for igual a 1, havera todas as possibilidades mostradas de (d) até (1).

Nosso objetivo é fazer uma andalise da convergéncia das seqiéncias xg, 1 = ¢(xg), T2 =
o(z1), ... para o ponto fixo z*, quando xy é escolhido perto de z*, porém restringiremos
nossa argumentagio apenas aos casos (a), (b) e (¢). A razdo é que, primeiramente, alguns
dos outros casos podem ser facilmente analisados de forma semelhante (e outros nao téo
facilmente), como mostram os exercicios propostos abaixo. Além disso, cada caso apresentard
um comportamento distinto: pode haver convergéncia ou nao, e em alguns casos a resposta
depende até de saber se xg estd a esquerda ou a direita de z*!

No caso (a) note que, se xj estiver préximo a z* entdo p(xy) estard dentro do cone, isto
éu

xp — ¥ < pzg) — " <a* —xp, (2 < )

ou
xp —x* > p(og) — " > a* —ap, (x> a)

pois y = z* + (z — 2*) e y = * — (z — 2*) s@o as diagonais principal e secundéria passando
por x*. Isto é o mesmo que
lp(ak) = 2*] < |op — 27|,

ou seja, Tp+1 = @(zk) estd mais perto de x* do que estd xx. O mesmo valerd de xp41
para Tyi2, de modo que os iterados x, Tg+1, - .. se aproximarao cada vez mais de z* (veja
exercicio abaixo para tornar mais rigoroso este argumento).

Outra maneira (mais intuitiva) de se chegar & mesma conclusao é esbogando a evolugao
dos iterados no desenho, como mostra a figura abaixo, em duas situagdes: ¢'(z*) > 0 e
¢’ (2*) < 0. Observe pela figura que quando ¢’(z*) < 0 os iterados xy, Tg4t1, ... se alternam
a direita e a esquerda de z*, quando estao suficientemente proximos de x*.
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X* oy X*

" . *

77 TN A
M X X2 Xiaa X X Xk+3 X+

Nos casos (b) e (¢) ocorre o oposto: tem-se
|Tpt1 — 2% > |op — 2%,

o que impossibilita a aproximacao a z* e, em verdade, afasta os iterados de z*. Isto pode
ser visto na figura abaixo.

X* S X*

* E ’ x*
X o/ X 4
Xi+2 Xga1 Xy ko Xkl Xk+3

Quando o ponto fixo é tal que a seqiiéncia de iterados iniciada em sua proximidade
converge para ele, dizemos que o ponto fixo é atrator. Se, ao contrario, os iterados se afastam,
mesmo que xj esteja arbitrariamente préximo de x*, entao dizemos que o ponto fixo é
repulsor.

Da argumentagao acima, concluimos que se |¢'(z*)| < 1 entdo z* é um ponto fixo atrator,
enquanto que se |¢'(z*)| > 1 entdo z* é um ponto fixo repulsor. Se |¢’(z*)| = 1 ndo é possivel
prever o comportamento dos iterados, a nao ser que se tenha outras informacoes sobre ¢, em
geral ligadas a derivadas de ordem mais alta. Veja mais sobre isso nos exercicios abaixo.

Exercicio 9.9 FEsboce a fun¢io p(x) = % — x e determine seus pontos fizos, dizendo quem

€ atrator e quem € repulsor apenas através do desenho do grdfico.
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x

Exercicio 9.10 Considere a equagdo e™* = x — 1. Investigue se p(x) = e * + 1 pode ser

util para achar a solu¢do. Ache-a.

Exercicio 9.11 FEste exercicio € um conjunto de “observagoes dirigidas” a respeito dos
casos nao discutidos, onde a derivada de ¢ no ponto fixo tem maodulo 1. O leitor deve tentar
se convencer ao mdzrimo de cada uma delas, usando desenhos, principalmente. O exercicio
ajudard a fizar melhor a teoria discutida nesta Se¢ao.

1. Nos casos (e) e (i) o ponto fixo é atrator.
2. Nos casos (g) e (1) o ponto fizo € repulsor.

3. Nos casos (e), (i), (g)

e (1) a seqgunda derivada de ¢ é nula. A terceira derivada nao
pode ser negativa em (i) e

em (g), e ndo pode ser positiva em (e) e (1).

4. A segunda derivada ndo pode ser negativa em (d) e (h), e ndo pode ser positiva em (f)

e (j)-

5. No caso (d), o ponto fizo é atrator pelo lado esquerdo e repulsor pelo lado direito. Jd
em (f) ele € atrator pelo lado direito e repulsor pelo esquerdo.

6. Os casos (h) e (j) sdo os mais delicados. Hd alternincia de lado na iteragao, pois
a deriwada € negativa. Olhando para o caso (h), hd aproximagdao para o ponto fixo a
cada vez que se passa pelo lado direito e afastamento a cada vez que se passa pelo lado
esquerdo, e ndo é claro a priori qual vai prevalecer (no caso (j) ocorre o oposto). Tente
fazer desenhos caprichados criando casos onde hd atragdo e outros onde hd repulsao,
sempre no caso (h), e depois tente o mesmo para o caso (j).

Exercicio 9.12 Este exercicio € opcional, para aqueles que gostam de um pouco mais de
rigor nos argumentos. Observamos que no caso (a) ocorre |Tpr1 — x*| < |z — x|, o que
implicaria que a seqiéncia |xy — x*| vai a zero (equivalente a dizer que xy, tende a x*). Isso
no entanto nao tem que ser necessariamente verdade, quer dizer, nem toda sequéncia em que
cada termo € menor do que seu predecessor vai a zero. Por exemplo, a sequéncia 1 + %, que
tende a 1 e € decrescente. No entanto, se usarmos as hipoteses estabelecidas de inicio, isso
serd verdade. Para isso, verifique as sequintes observacgoes:

1. Se a seqiiéncia for mondtona, isto €, ficar sé do lado direito ou sé do lado esquerdo, e
se |xg — x*| nao for a zero, entao a seqiéncia tem que convergir para um outro ponto
T que ndo € r*.

2. Pelo que vimos na Secdo 9.2, o ponto & teria que ser um outro ponto fizo de x*, mas
nos ja tinhamos isolado uma vizinhanca de x* sem menhum outro ponto fixo. Entdo
esta situagao mao pode ocorrer.

3. Jd se a seqiiéncia ndo for mondtona, pode acontecer também de que |z —x*| tenda para
um valor maior do que zero, e xy, fique alternando de lado, tendendo para dois pontos
simetricamente posicionados em torno de x*. Mostre que nesses pontos o grdfico de ¢
tocaria a diagonal secunddria, contradizendo também as hipdteses.
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9.6 Teorema do Valor Médio e velocidade de convergéncia

A Segéo anterior pode ser resumida na seguinte afirmagao: “se z* € ponto fizo e se |’ (z*)| <
1 entdo z* € atrator, e se |¢'(z*)| > 1 entdo x* € repulsor”.

Vamos demonstrar essa afirmacao de maneira mais simples, sem usar o desenho, usando
o Teorema do Valor Médio. A demonstracdo também nos ajudard a saber qual é a velocidade
de convergéncia no caso de o ponto fixo ser atrator. A tnica hipétese adicional serd que a
derivada de ¢ é uma funcao continua, hipétese que se verifica na maioria dos casos.

Chamemos de v a derivada de ¢ em z*. Como a derivada de ¢ é uma fungao continua,
ela deve assumir valores préximos de v perto de x*. Em outras palavras, podemos isolar
uma vizinhanca de x*, de preferéncia simétrica, de tal forma que para qualquer = escolhido
dentro dessa vizinhanca ter-se-4

| (z) =]
muito pequeno.

Suponha agora que -y é um nimero de médulo menor do que 1 (é o caso em que queremos
mostrar que x* é um atrator). Entdo, podemos encontrar uma vizinhanga de z* em que
|’ (x) — | seja tao pequena que também |¢’(z)| seja menor do que 1, ou mesmo menor do
que um certo A também menor do que 1, para todo x na vizinhanca.

Nosso interesse é comparar |z5+1 — 2*| com |z — z*|. Como zx 1 = ¢(zk) e 2™ = p(a*)
entdo queremos comparar |¢(z;) — @(2*)| com |z, — z*|. Ora, isso tem toda a “cara” de
Teorema do Valor Médio, pois

p(ar) — ") = @' (cr)(@r — "),

para algum ndmero c; entre x; e x*. Se xy estiver na vizinhanca acima referida, entao cg
também estard, e teremos |¢’(cx)| menor do que A. Logo

p(zk) = p(a™)| < Alzg — 27 .

Entao a cada iteragao a distancia de z; a x* é multiplicada por um niimero menor do
que A, o que caracteriza uma convergéncia (ao menos) geométrica (lembre-se de uma P.G. de
razdo menor do que 1).

O importante de se escolher uma vizinhanga simétrica em torno do ponto fixo é que isso
garante que o ponto x4+ caird ainda dentro da mesma vizinhanga, e o argumento podera
ser repetido ad infinitum. Logo adiante (na Subsegdo 9.8) falaremos um pouco mais sobre
este assunto.

Observe também que a mesma igualdade do Teorema do Valor Médio mostra que, a
medida que os iterados se aproximam do ponto fixo, a razao entre |z — 2*| e |z — z*| se
aproxima de |y| = |¢'(z*)]. Pois como

*
T+1 — T
! _
¢ (cr) = .
T — X
e ¢k, estando “espremido” entre z* e xy, também se aproxima de z*, entao ¢’ (c) se aproxima
de ¢'(z*), por causa da continuidade da derivada.

Exercicio 9.13 Observe que se |¢'(x*)| > 1 entdo o Teorema do Valor Médio implica que
ndo pode haver convergéncia para o ponto fizo.
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et _

Exercicio 9.14 Tome a fungio ¢(x) = & —x. Iterando a partir de xo = 0, ache seu ponto
fixo x* mais & esquerda, mas guarde os iterados. Calcule ¢'(x*) e compare com as razoes

Tpy1 — X*
T —T*

Exercicio 9.15 Este exercicio € para transformar a informacdo sobre a velocidade de con-
vergéncia em informagao sobre o tempo de convergéncia. O exercicio fornecerd apenas uma
resposta aprorimada, baseada em suposi¢coes que mem sempre sao satisfeitas. Suponha que
a distancia da condi¢cao inicial xg ao ponto fixo x* seja da ordem de D. Suponha também
que a condicdo inicial esteja numa vizinhanca do ponto fixo onde a fung¢do € aproximada-
mente linear, com inclinacdo dada pela derivada de ¢ no ponto fizo, o que significa que a
taxa geométrica de aprorimacao € mais ou menos constante. Calcule o numero de iteracoes
k necessdrias para que xy, esteja mais perto do que a distancia p de x*.

Exercicio 9.16 E possivel existir uma funcao continua @ que temha apenas dois pontos
fizos, ambos atratores? Justifique sua resposta.

9.6.1 O caso ¢/'(z*) = 0: convergéncia quadratica

No caso em que ¢'(z*) = 0 a razdo entre |11 — z*| e |z — x| se aproxima de zero, o que
significa que a taxa de convergéncia é melhor do que qualquer razao geométrica. Podemos ir
mais além no Teorema do Valor Médio, aplicando-o novamente desta feita na derivada de ¢,
e obter uma informacao mais precisa sobre a taxa de convergéncia.

Para aplicar o Teorema do Valor Médio na derivada de ¢ assumiremos que ¢ seja duas
vezes diferencidavel. Depois acrescentaremos a hipdtese de que essa segunda derivada também
seja continua.

Retomando a desigualdade obtida no Teorema do Valor Médio, temos

Try1 — 2" = @ (cx) () — %) .

Mas se ¢'(z*) = 0 entdo podemos usar o Teorema do Valor Médio. Existe dj, entre cj e x*
tal que

' (cr) = ¢'(cr) = ¢'(z") = ¢"(di) (cr — 27) .
Portanto

g1 — % = | (dp)] - |ox — 27| - o, — 2™ .
Como ¢y, estd entre xx e x*, entdo |cp — z*| < |z, — 2*|; além disso, supondo que ¢ seja
continua, os valores de ¢ (dj) estarao muito préximos de ¢ (z*), e portanto estarao limitados
por uma constante C', em médulo. Entao, se xj estiver nessa vizinhanga, ter-se-a

|21 — 2| < Clay — 2,

que motiva a definir o regime de convergéncia com o nome de convergéncia quadrdtica.
Um ponto fixo com derivada nula é também chamado de super-atrator, por causa da
rapidez com que se da a convergéncia.
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Exercicio 9.17 Chame de ag a distancia de xg ao super-atrator x*, e de ax a distancia
de x, a x*. Suponha que em todos os iterados vale a estimativa de convergéncia quadrdtica,
com constante C. Mostre que

1 k
ap < c (Cao)®

e que para se aprorimar Ty de x* da distancia p sao necessdrias

1 ! InCp
In2 nlnCao

iteragoes. Compare com a convergéncia geoméltrica.

Exercicio 9.18 Itere o(z) = x +senz e ¢(z) = x + %sen x, a partir da condigdo inicial
xg = 1, e compare as velocidades de convergéncia, o luz do que foi exposto acima.

9.7 Calculando zeros de funcoes - a escolha de ¢

Podemos neste momento retornar ao plano geral tracado no comeco do Capitulo para achar
uma raiz ¥ de uma funcao f, pois ja temos todos os ingredientes para isso: uma maneira
de se construir fungdes ¢ que tenham z* como ponto fixo, por exemplo, escrevendo ¢(z) =
x + af(x); e critérios para saber se o ponto fixo 2* é atrator ou néo.

Nosso objetivo é explorar a escolha de a na expressao ¢(z) = z 4+ af(z) de modo que a
raiz procurada z* seja um atrator e o plano geral funcione.

De acordo com o que dissemos, é preciso que a derivada ¢'(2*) tenha médulo menor do
que 1. A derivada de ¢ sabemos calcular, em funcao da derivada da f:

¢'(x) =1+ af'(z),

Observe que se f'(x*) for igual a zero entdo ¢'(z*) serd igual a 1, e af ndo poderemos
saber se ha convergéncia ou nao. Na verdade podemos saber sim, se desenharmos o grafico
de ¢.

Por exemplo, tome a

fungao f(z) = (z — 1),

que tem raiz * = 1. Essa

raiz é ponto fixo de p(z) = f(x) = x + 0.1(X—:|3
x+0.1f(z)=24+0.1(z—
1)2, como mostra a figura
ao lado. Sabemos que se
iniciarmos a iteracao com
xg perto e a esquerda de 1,
entao a seqiiéncia conver-
gira para o ponto fixo.

Ocorre no entanto que nos casos onde a derivada é 1, mesmo havendo convergéncia ela se
dé de forma muito lenta, que nao chega nem a ser geométrica. Mais adiante veremos como
superar este problema.
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Consideremos entao o caso f'(z*) # 0. Ora, pedir que |¢'(z*)| seja menor do que 1 é o

mesmo que pedir que
—1<1l+af(z*)<+1.

Ou seja « deve estar entre 0 e —%.
Exercicio 9.19 Verifique o intervalo de escolhas possiveis de « para se calcular a raiz x* =
de f(x) = senz usando a fungdo de iteragao o(x) = x + asenx. Confira a resposta usando
desenhos.

Notemos agora que, apesar de haver todo um intervalo de possiveis escolhas de a, ha
uma escolha preferencial, que faz com que a derivada de ¢ no ponto fixo seja nula e ele seja
super-atrator. E s6 escolher o de modo que 1+ af’(z*) seja igual a zero, isto é,

b
f'@)

Essa escolha de « garantiria convergéncia rapida, mas o leitor atento pode perguntar:
como escolher o em fungao de f'(x*) se para saber f'(x*) precisamos conhecer x*, que é
Justamente o que estamos procurando?

A pergunta faz todo sentido pois, apesar de estar claro em teoria que valor de « é ne-
cessario para o método funcionar, nao é claro na prdtica como proceder, uma vez que nao
dispomos do valor de f’(x*).

H4 duas respostas para esta questao, cuja eficiéncia vai depender do tipo de problema
que se quer resolver.

Uma das respostas serd o Método de Newton, do qual falaremos no proximo Capitulo.
Em vez de usarmos a fungao

f(x)

ﬂ@zx—ﬁ@ﬂ,

o= —

a qual nao podemos determinar por nao conhecermos x*, usamos

W
A=y

Se x estiver préximo de z* entdo f'(x) estard préximo de f'(z*), e jogard um papel seme-

lhante. Em cada iteragao, o fator que multiplica f(z), em vez de fixo e igual a —ﬁ, é

variavel e igual a —%. Observe que essa funcao é do tipo

p(e) =z +a(x)f(z)

introduzida previamente, com o tnico problema que a(z) = —% nao é continua onde a
derivada se anula. Voltaremos ao assunto adiante.

A outra resposta nao é tao ficil de dar, e em linhas gerais consiste no seguinte procedi-
mento. Lembrando que nosso objetivo é achar « tal que —1 < 1+af’(z*) < +1, suponha que
consigamos isolar a raiz da fun¢do num intervalo [a, b] e mostrar que, dentro desse intervalo,
sua derivada f’(z) satisfaz —1 < 1 + af'(z) < +1 para todo = no intervalo. Ora, se satisfaz
para todo x € [a,b] em particular satisfaz para z*, e entdo estaremos prontos para usar esse
valor de a.
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Entao tudo o que queremos é que
—2<af(z) <0,z € [a,b] .

Em primeiro lugar, temos que escolher [a, b] de forma que sua derivada nao se anule: ou
é sempre negativa ou é sempre positiva. Se a derivada f’(z) for negativa, mas muito alta em
valor absoluto, basta escolher « positivo e pequeno. J4 se a derivada f'(z) for positiva e alta
em valor absoluto, basta multiplicar por a negativo e pequeno.

Exercicio 9.20 Considere a equagio f(x) = e~ —cosz =0. O objetivo do exercicio €
trabalhar com uma func¢ao p(x) = x+af(x) para achar a menor raiz positiva de f, admitindo
o fato de que essa raiz, que chamaremos de x*, seja a unica localizada estritamente entre ()
e 5 (isso nao parece facil de se mostrar, mas se quiser tente!).

1. Mostre que f(1) <0 e f(5) > 0, o que indica que a raiz procurada estd no intervalo

[a,0] = [1, 3].
2. Estime valores m e M tais que
m < fl(z) <M

para todo x € [1, 5] (serd preciso investigar em detalhe o comportamento das derivadas

de e=™" ¢ cosx no intervalo considerado).
8. Use o item anterior para escolher a de modo que —1 < ¢'(x) < 1, para todo x € [1, T].
4. Determine qual extremo estd mais prézimo de x*: x =1 oux = 5 ¢
5. Use esse extremo como condicao inicial e itere, para determinar a raiz com precisao de

10~%.

Exercicio 9.21 Compare as funcgoes de iteragdo @1, w2, p3 € @4 dadas abaizo, no que diz
respeito a eficdcia de se obter a solugcdo da equagdo cosx = 2 (considerando-se condigoes
iniciais apropriadas). Ache a solugdo, com o maior nimero de casas decimais possiveis.

o1(x) = cosz — 227 | po(x) = —cosx + 22,

rsenx + cosx + x2

1 2
e3(x) —$+§(COS33—517 ), pa(x) = sonz 1+ 2z

9.8 A escolha de z

Observe que para saber o quao préximo da raiz o ponto inicial g pode ser escolhido, podemos
adotar o seguinte procedimento.

Em primeiro lugar, usar o Método da Dicotomia para cercar um intervalo pequeno [a, b]
que contenha a raiz, e depois eventualmente encolher mais ainda o intervalo para que a
derivada de f nao se anule, como comentado na Secao anterior. Isso permitird escolher « e
construir ¢ para fazer as iteragoes.
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Essas consideragoes servirao também para o Método de Newton, do qual falaremos no
préximo Capitulo. O importante é conseguir o intervalo [a, b] de forma a isolar a raiz e obter
que |¢'(z)| < A <1 em todo o intervalo. Isso fard com que

* *
- — - Y
|Zp+1 — x| < Mag — z¥|

se xj, estiver em [a, b] (conclusdo que pode ser obtida mesmo sem conhecermos x*).

Observe que o problema nao termina neste ponto. Uma vez escolhido zy dentro do
intervalo [a,b], com a condi¢do sobre a derivada satisfeita, entdo teremos certeza que 3
estard mais préximo da raiz x* do que zg.

Isso nao garante, no entanto, que x; esteja
dentro do intervalo [a, b], e se isso ndo aconte-

~ . *
cer, nao poderemos mais saber se xy se apro- X X X
ximard de z* mais do que z; (vide figura ao — ! T
lado). a b

Uma solugéo para esse obstdculo é tomar xy como sendo o extremo do intervalo [a, b] que
esteja mais proximo da raiz x*. Por exemplo, suponha que b seja esse extremo, isto é,

|b—2*| < |a—2z"|.

Tomando x¢ = b, teremos |z — z*| < |b — x*|, logo 1 € [a,b]. O mesmo acontecerd com o0s
termos seguintes da seqiiéncia, pois todos eles estarao a uma distancia da raiz menor do que
a distancia de b a essa raiz.

S6 que esse raciocinio s6 funcionard na prética se soubermos determinar qual extremo
do intervalo [a, b] estd mais préximo da raiz. O truque é o seguinte: olhamos para o ponto
médio do intervalo e chamamos esse ponto de zy (pelo menos provisoriamente: o chute inicial
xo serd de fato o extremo do intervalo que estamos tentando determinar). Calculando 1,
sabemos que a distancia de x; a raiz z* serd menor do que a distancia de xy a x*. Entao
basta ver se z1 cai a direita ou a esquerda de xg.

Se x1 > =z entao concluimos que z* > xg

(logo o extremo direito do intervalo estd mais )I(* )I(l
préximo da raiz), pois se z* estivesse a es- X >% 'a /' B
querda de zg e 7 a direita, entao teriamos )%:a_'*'b

|z1 — x| > |zo — =*|, absurdo, pois em [a, ] a 2

distancia a raiz deve diminuir! Note que o ar-
gumento funciona mesmo que x; caia fora do

intervalo [a,b]. Se z1 < x¢ entdo concluimos X X
que ¥ < xg. O argumento é o mesmo que no X <% - L : |
caso anterior. a yd a+b b

Se porventura x; = zp, entdo z é a raiz (prove!), e ambos os extremos estdo a igual
distancia dela.
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9.9 Um critério de parada

Existem varios critérios de parada, isto é, regras para se considerar um determinado iterado
Tk como a aproximacao desejada para a raiz procurada x*. Os critérios de parada sao
importantes primeiramente por razao de coeréncia (imagine uma extensa lista de raizes sendo
calculadas numericamente, é preciso uniformizar a maneira de encontri-las), e em segundo
lugar para automatizar os procedimentos.

Alguns critérios de parada, como aquele que vamos ver aqui, fornecem também a margem
de erro da aproximagao.

O critério do qual falaremos aqui funciona quando, no entorno da raiz, a funcao é
mondtona, isto é, se 1 < x* < o entao os valores de f(x1) e f(xz2) tém sinais opostos,
ou seja,

f(@1)f(z2) <0

Suponha que queiramos determinar uma aproximacgao de z* com precisao p. Isto significa
que gostarfamos de encontrar um valor T tal que a verdadeira raiz z* esteja no intervalo
[Z — p,Z + p] (a interpretacao do que significa exatamente a precisao p varia de acordo com
o gosto do fregués, esta é a que adotaremos neste livro).

Como estamos supondo que f é mondtona, isso s6 acontecerd se f assumir sinais opostos
emzx—pex—+p.

Bom, entao nada mais temos a fazer do que iterar a funcao auxiliar ¢, obtendo valores
ro,T1,...,Tk,..., € para cada iterado xj calcular

f(xr —p)f(zr +p) .

Se esse produto for negativo, entao podemos considerar x; como sendo a aproximacao dese-
jada.

E claro que devemos prestar um pouco de atengao para o nimero de casas decimais que
usamos nas contas, e se fixarmos xj, talvez queiramos arredondar para uma casa decimal
compativel com a precisao desejada. Isso pode ser feito com bom senso, mas se tivermos que
automatizar para um programa de computador convém tomar certos cuidados.

Para exemplificar, seja f(z) = e @ —xz + 1 = 0, que tem tnica raiz (veja isto esbogando o
grafico!). Usaremos ¢(x) = e~ % + 1 como fungdo auxiliar, para achar a raiz z* com preciséo
p=10"2

Partindo de xg = 0, obtemos os iterados. Temos que usar no minimo um nimero de
casas decimais compativel com a precisao desejada, por exemplo 4 parece ser razoavel. Neste
caso, faremos as contas com todas os algarismos significativos da calculadora, e cada etapa
arredondaremos para a quarta casa decimal, a fim de minimizar os erros. Entao x; = 2,
xo = 1.1353, x3 = 1.3213, x4 = 1.2668, x5 = 1.2817, x¢ = 1.2776, z7 = 1.2787. Como
f(1.27) > 0 e f(1.29) < 0 entdo podemos considerar a aproximacao Z = 1.28. Observe que
pelo critério de parada ja poderiamos parar em x5, no entanto ao arredondarmos para 1.28
convém fazer o teste novamente. Os iterados xg e x7 foram a rigor desnecessarios.
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Capitulo 10

O Método de Newton

Como ja mencionado no Capitulo anterior, o Método de Newton consiste em fazer a iteracao

f(xK)

T )

a partir de uma condigao inicial bem escolhida z(, e assim obter aproximagoes sucessivas de
alguma raiz =* de f.

A maneira de achar z; em funcao de zg, e f(Xk)
igualmente depois de achar x4 em funcao
de z, tem uma forte inspiracdo geométrica:
olhamos para a reta tangente ao grafico de f
no ponto (xy, f(xr)) e definimos zyy; como
sendo o ponto de encontro dessa reta com a

abscissa. //

Vejamos como a férmula acima se relaciona com esta idéia geométrica. Para isso, notamos
que a inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (zy, f(xr)) é dada pela derivada
f'(zx). A tnica reta com inclina¢ao f/(zx) que passa por (xg, f(zx)) é dada por

y = floe) + f(@n)(x —xp) -

O ponto x4 é definido como o valor de = para o qual y = 0, isto é

0= f(zg) + f'(@r)(@k41 — )

o f(xk)

T )

117
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desde que f'(z1) # 0 (hipStese que assumiremos gratuitamente, para facilitar os argumentos).
A titulo de exemplo apliquemos o método no exemplo f(z) = 2> — 20, para compararmos
com o Método da Dicotomia.
Para f(z) = 2® — 20 temos f'(z) = 322, entdo a férmula de iteragdo fica

- - xi —20
k1 =Tk — =05
3z
que neste caso pode ser simplificada para
2:0% + 20
Thyl = —o—5—
3a%

Em primeiro lugar “chutamos” o valor de xg, por exemplo zg = 3, e obtemos x1:

2-334+20 T4
T = ———— = — = 2.7407407 .
! 3.32 27
E claro que a ultima igualdade nao é de fato uma igualdade, pois um arredondamento foi
efetuado. Neste exemplo, usaremos 7 casas decimais depois da virgula.
A partir de 7 calculamos 2, e assim por diante. Os resultados se encontram na tabela
abaixo.

Tn x
3 27
2.7407407 20.6
2.7146696 20.0056
2.7144176 | 19.9999996
2.7144176 | 19.9999996

3
n

W= ol S

Surpreendente! Em poucos iterados chega-se a um valor com precisdo de muitas casas deci-
mais!

Podemos testar a precisao desse valor usando o mesmo principio do Método da Dicotomia.
Por exemplo, queremos saber se essa resposta tem precisao de 0.0000001. Entao verificamos
se os numeros f(2.7144175) e f(2.7144177) tém sinais opostos. Ora,

f(2.7144175) = 2.7144175% — 20 = —0.0000026 < 0

£(2.7144177) = 2.7144177% — 20 = 0.0000018 > 0 ,

donde concluimos que
V20 = 2.7144176 + 0.0000001 .

10.1 Quando o Método de Newton funciona?

Serda que o Método de Newton sempre funciona? Serd que qualquer chute inicial levard a
uma seqiiéncia x1, s, T3, T4, ..., Tk, ... convergindo a raiz x* procurada?
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Se formulada a pergunta desse jeito, a resposta é nao! Vejamos dois argumentos bastante
simplistas para justificar o porqué.

O primeiro: imagine uma fungao com duas raizes, f(z) = 2% — 4, por exemplo. Para
qualquer escolha de xg, a seqiéncia z1, T2, T3, Tq, . .., Ty, - . . SO podera convergir para uma das
raizes! A outra fatalmente sera esquecida, e isso pode acontecer quando menos esperarmos!

O segundo: mesmo que sé haja
uma raiz z* e que 1z esteja ‘“ra-
zoavelmente perto” dela, a seqiiéncia
X1,T2,2L3,L4y...,Tn,... pode se afas-
tar! Veja um exemplo na figura ao lado.

No entanto, quase sempre podemos garantir que “se xg for escolhida suficientemente
proxima de ¥ entdo a seqiéncia Ti,To,T3,T4,...,Tp,... convergird para *”. O “quase
sempre” se refere as hipdteses que devemos exigir que a funcao f satisfagca. Por exemplo,
pediremos sempre que f seja uma fungao diferencidvel, com derivada continua. Mais ainda,
devemos examinar como f se comporta perto da raiz (infelizmente, nem sempre isso é possivel
sem se conhecer a raiz!!).

Na hipétese de que f'(z*) # 0 e que a condigdo inicial xg seja escolhida suficiente-
mente perto da raiz entao a convergéncia serd bastante réapida, mais rdpida do que qualquer
seqiiéncia geométrica. De fato, a convergéncia é (no minimo) quadrdtica, se usarmos os re-
sultados deduzidos no Capitulo anterior: basta mostrar que a derivada da fungao de iteracao
olr)=x— %, calculada na raiz z*, vale zero.

Ora, usando as regras usuais de derivacao, obtemos

1y = @) ()
P (I) - f/(.’I])2 )

e como f(z*) =0, segue que ¢'(z*) = 0.

No caso f'(z*) = 0 ndo podemos aplicar o raciocinio diretamente, porque teremos uma
divisao “zero sobre zero”. Esse caso serd analisado na proxima Subsecao. Antes disso, vale
a pena fazer alguns exercicios.

Exercicio 10.1 Use o Método de Newton para resolver as sequintes equagoes:
1. 24+3x=¢€e""

2 4+322—x+1=0

cosz 4+ 0.52 =0

0324 +022° +224+0.124+05=0

AR

03z -2 —22—-2:4+2=0
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Atencgao: alta probabilidade de pegadinhas.

Exercicio 10.2 Considere a fungao v cujo grdfico estd mostrado na figura acima, a es-
querda.

1. Descreva, justificando (pode usar desenhos nas justificativas!), o que acontece com a
seqiiéncia xo, 1 = V¥(x0), ..., 21 = V¥(20), ... para cada uma das cinco possibilidades:

(i) zo = 0.0; (ii) xo = 1.0; (44) xo = 1.5; (iv) xo = 2.2; (v) xg = 2.7.

2. A funcgdo b pode ser a funcdo de iteragdo de Método de Newton aplicado a fungdo f
acima, a direita? Dé duas justificativas essencialmente diferentes para sua resposta.

Exercicio 10.3 Esboce uma fungdo que tenha raizes a e b (com a < b), mas para o qual
exista uma condi¢cao inicial xg entre a e b tal que o Método de Newton produza um resul-
tado divergente (apesar de o Método estar bem definido para z¢ e todos os seus iterados
posteriores). Justifique sua resposta da melhor forma que puder.

- . 2 .
Exercicio 10.4 FEncontre numericamente o valor de x tal que e = x, com precisdo

p=10"".
Exercicio 10.5 Considere a catenaria dada por
1
g(x) = — (cosh(czx) — 1) .
c
Repare que g(0) = 0, isto €, a curva passa por (x,y) = (0,0). Se a curva também passa por
(z,y) = (1,1), qual € o valor de ¢?

Exercicio 10.6 Considere f(x) = 2°, que tem tnica raiz x* = 0. Se o Método de Newton
for aplicado a partir da condicao inicial xo = 1, qual serd o menor valor de k para o qual
T < 10202

Exercicio 10.7 Considere a funcao f da figura abaizo. Se usarmos o Método de Newton
para essa funcdo, teremos que considerar iterados de

@
A= )
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Esboce o grdfico de p, com base na intuicdo geométrica sobre o Método de Newton. Ndo
esqueca de desenhar: abscissa, ordenada, diagonal e os pontos a, b e c.

a b ¢

10.1.1 Retirando a hipétese f'(z*) # 0

A hipétese de que a derivada de f seja diferente de zero na raiz x* ndo é necessaria para se
mostrar convergéncia, e pode ser substituida por uma hipétese bem mais fraca, desde que o
chute inicial z( esteja suficientemente préoximo de z*.
Antes de deduzir resultados gerais, vejamos o que acontece com alguns exemplos.
Consideremos f(x) = ax?, que tem raiz em z = 0, mas a derivada de f na raiz é nula.
Montando a fungao de iteracao do Método de Newton obtemos

@) _ e

T 2ax

AN =0y =

)

que a principio nao estaria definida em z = 0. No entanto, as iteragdes sao tomadas fora do
zero, onde ¢ estd bem definida. Além disso, a expressao pode ser simplificada de modo a
esconder o problema:

Agora a derivada de ¢ no zero de f é igual a %, que significa que a seqliéncia de iterados ira
convergir para a raiz zero a razao geométrica de %
Se considerarmos f(z) = az™, entdo teremos

o) = (1= ),

e portanto 1 — % serd a razao da convergéncia geométrica.

Aparentemente, essas consideragoes levam a crer que quando f/(z*) = 0 0 Método de New-
ton ainda funciona, mas a velocidade de convergéncia passa a ser mais lenta (de quadrética
passa a ser apenas geométrica). Até que ponto isso pode ser generalizado?

A melhor maneira de compreender o que se passa é por meio de polinémios de Taylor (vide
o Apéndice C para uma revisdo sobre o assunto). Para facilitar os argumentos, suporemos
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que a fungdo f pode ser diferenciada infinitamente. A expansao de f em torno de x* é assim
escrita:

fl/(x*)
2

1)

n!

fl@) = f(@") + f'(@") (@ - 27) + (x—a")?+... + (x—2")" +o((x —2%)"),
onde o((z — x*)™) indica a presenga de termos de ordem mais alta do que (z — 2*)", ou
em outras palavras, denota a presenca de um resto que vai a zero mais rapidamente do que
(x — 2*)™ quando z tende a z*.

Como z* é a raiz de f, e estamos supondo que f tem derivada nula em z*, os dois
primeiros termos serao nulos, necessariamente. J& a derivada segunda pode ou nao ser nula.
Para a maioria das situagoes, havera um primeiro termo nao nulo, de ordem m, que pode ser

2 ou mais. Assim, podemos escrever f como

(m) (g
1) = L (0 amympof(@ =ty
ou ainda, -
fu(zr m m!  o((xz —az*)™
fla) = m(! L (1+ e ((;_I*))m)) ,

Como o((z — 2*)™) tem ordem mais alta do que (z — 2*)™, o quociente dos dois vai a zero,
e assim podemos escrever
Fom (@) .
f@) = L @ a1 (@)
m!
onde r1(z) vai a zero quando z tende a x*.
Da mesma forma, a fungdo f'(z) pode ser expressa na sua férmula de Taylor. Desta vez,
o primeiro termo nao nulo serd de ordem m — 1, e teremos
FOm) (z* o
£ =l oy (o)
onde ry(z) vai a zero quando = tende a x*.
Posto tudo isso, podemos montar a funcao de iteragao ¢, usando essas expressoes no lugar
de f(z) e /()
1+r(x
(x — x*)i—i_ 1(z) .
1+ ro(x)

Subtraindo z* dos dois lados, e colocando (z — 2*) em evidéncia no lado direito da equagéo,

obtemos
ola) =0 = (a =) (1= L)

m 1+ re(x)

S6 que o quociente envolvendo r; e ry tende a 1, entao

w(w)Z:v—%

p(x) —a”
xr —x*

tende a 1 — % Esta é a razao assintotica de convergéncia geométrica do Método de Newton,
que s6 depende da ordem m da fungao f em x*.
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10.2 Método de Newton em dimensoes mais altas

Suponha que F': R” — R” seja uma fungao diferenciavel e estejamos procurando um ponto
x* tal que F(z*) = 0. Esse é o andlogo multidimensional do problema que vimos discutindo
até agora. Se ao leitor o problema parece muito abstrato, observe que F leva (x1,...,2,)
num elemento de R™, que pode ser explicitado por cada uma de suas componentes, isto ¢,

F(z1,22,...,2n) = (fi(z1, .. Zn)s ooy fu(@1, oy 20)) -

Entao achar um zero de F' é achar uma solucao para o sistema de equagoes

fl(«fly---;xn) = O
fQ(.Il,...,In) = O

folx1,...;2n) =0

que nao é necessariamente linear.

Para generalizar, devemos examinar com cuidado a motivagao do método em dimensao 1.
Para definir z**1 em funcéo de z(®), passamos uma reta por (*) com a mesma inclinacdo
que a derivada de f em z(®) (usaremos essa forma de indexar para ndo confundir com o
indice que indica as coordenadas de x, quando x € R™). Isto é o mesmo que aproximar f
pela sua expansao em Taylor de ordem 1:

f(@) = f@®) + (@)@ - a®) + Ri(2)
mas ignorando R;. O ponto z(®) era definido pelo encontro dessa reta com o zero, ou seja
0= £ + £/ (@) (@) — o),

e a férmula do Método de Newton foi obtida isolando-se z(*t1) nessa equacio.
A expansao em Taylor é igualmente védlida em dimensdo mais alta. Para primeira ordem,
por exemplo, podemos escrever

F(z) = F(z®) + DF (") (2 — 2™) 4+ Ry(z) ,

onde z € R", Ry é uma funcdo de R” em R™ (assim como F') e DF(z) é a matriz jacobiana
no ponto x, isto é

ofi  ofr of1

o1 Oxo e Oxy

on on . ok
DF(z)=|[ "7 °7 I

Ofn  Ofn Ofn

Oxq Oxo e Oxy,

sendo que por economia de espaco fica implicito que cada uma das derivadas parciais é
calculada no ponto . Portanto, o termo DF (z*))(z —2(*)) é a multiplicacio de uma matriz
por um vetor (coluna), que resulta em outro vetor.
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O resto R; tem a propriedade de que

lim Ra(z)

=\
st [l —a®] ~

tomando-se o cuidado de tomar a norma no denominador, porque afinal nao faz sentido
dividir por vetores.
Para definir z(**1 | ignoramos R; e igualamos a aproximacio de primeira ordem a zero:

0= F(z®) + DF(®)(z*+D) — z(*)y |

ou seja,
DF (22 D) = DP(2)z® — F(z®) |

Observe que essa equacdo é um sistema linear, onde z(*t1) é a incégnita, a matriz de co-
eficientes ¢ a matriz jacobiana DF(z(®)) e o vetor de termos independentes é dado por
DF(z(®)z(*) — F(z(k),

Assim como a solugdo de um sistema linear é um encontro de hiperplanos em R”, a
solugdo de um sistema nao-linear é um encontro de hipersuperficies em R™. Para n = 2, os
hiperplanos sao retas e as hipersuperficies sao curvas. Sugere-se fazer o seguinte exercicio
para fixar idéias.

Exercicio 10.8 Achar numericamente a interseccdo das curvas dadas por x2 +y> —1 =10
(um circulo!) e $x*+3(1—cosy)?—1 = 0. Bom, pelo menos organize uma estratégia baseada
no Método de Newton. Quanto ao chute inicial, isso € um problema, principalmente porque
pode haver mais do que uma interseccao entre as curvas.

10.2.1 Determinacao da forma de uma corda

Uma aplicagao interessante do Método de Newton em dimensao 3 ocorre na determinagao
do formato de uma corda a partir das coordenadas de dois pontos (podem ser os pontos de
sustentacao, por exemplo) e do comprimento da corda entre os dois pontos. A implementagao
desta idéia deve ser feita com o auxilio do computador, pela quantidade de célculos a serem
feitos, mas mesmo assim deve-se prestar bastante atencao para o chute da condigao inicial,
que pode freqiientemente levar o método a divergir.

Como vimos na Subsegao 4.3.2, uma corda ou corrente pendurada assume o formato do
grafico da funcao

1
— cosh
 cos (cz)

conhecida como catenaria.

No entanto, assume-se ai que a origem das coordenadas esteja uma unidade abaixo do
ponto mais baixo da corda. De modo geral, se quisermos deslocar a corda na vertical,
precisamos acrescentar um parametro h, que serd somado a expressao acima, e se quisermos
deslocar a corda horizontalmente em a unidades entao devemos trocar = por x — a, de modo
que

f(z)= % cosh(c(z —a)) + h

¢ a maneira mais geral de se representar o formato da corda.



10.2. METODO DE NEWTON EM DIMENSOES MAIS ALTAS 125

Se nosso modelo pretende ser consistente, deveria prever exatamente a forma da corda,
desde que informemos dois pontos de sustentacdo e o comprimento total da corda entre os
dois pontos. Ou seja, com essas trés informagoes deveria ser possivel determinar ¢, a e h, e
portanto f.

Sejam (xo,yo0) e (x1,y1) os pontos de sustentacao. Entao

1
o= cosh(c(xzg —a)) +h

1
yi= 7 cosh(c(zy —a)) +h .

O comprimento da corda entre os pontos de sustentacao serd chamado de [. Portanto
1
l:/ V14 fl(z)?dx
Zo

(ver Secao 13.3 adiante, para uma justificativa desta férmula). Como

7'(@) = sinh(c(z — a)) |

1+ sinh®¢ = cosh® ¢ ,
logo
T 1
l= / cosh(c(x — a))dx = — {sinh(c(z1 — a)) — sinh(c(xg — a))} .
c

Zo

Com isso, obtivemos um sistema ndo-linear de trés equacoes e trés incognitas:

c(yo — h) — cosh(c(zg —a)) = 0
¢(y1 — h) — cosh(c(xy —a)) = 0
lc + sinh(c(zg — a)) — sinh(c(z1 —a)) = 0

O sistema pode ser resolvido numericamente pelo Método de Newton.
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Capitulo 11

Estimativa do erro nas
interpolacoes

Voltemos & questao (abordada nas Secoes 1.5 e A.7) da interpolac¢do de um polindmio de grau
k a k + 1 pontos dados (to, 20), (t1,21), - .-, (tk, 2k), que serd importante na Parte seguinte
do livro, onde falaremos de integragao de fungoes.

Nesta Parte do livro, usaremos ¢ como varidvel (no lugar de z), valores z (no lugar de
y) e pontos indexados de 0 a k (no lugar de n). Tudo isso justamente para nao fazermos
confusao na Parte V, quando usaremos alguns conceitos aqui expostos.

Imagine que utilizemos a interpolagao polinomial como uma maneira de “aproximar”
uma fungdo. Mais precisamente, seja f : [tr,tr] — R uma fungio (cuja regularidade sé
especificaremos adiante) e uma particao de seu dominio

trp =tg<t1 <t <...<tp_1 <t =1tr,

nao necessariamente a intervalos regulares. Assumiremos sempre que t;, < tr e que k > 1.

Aos k + 1 pontos (to, f(to)), (t1, f(t1)), - .., (tk, f(tx)) podemos interpolar um polindémio
p(t) de grau k, que é dnico. A pergunta é: quanto se perde ao se trocar f(t) pelo polindémio
interpolador p(t)? Ou seja, quao grande é a diferenga f(t) — p(t), para cada ponto ¢ do
intervalo [tr,tR]?

Vejamos primeiro como deve ser a fungao diferenga F(t) = f(t) — p(t). Parak =1 a
particao tem que ser t;, = t9 < t; = tg, e o polindomio interpolador é a funcao afim cujo
grafico passa por (to, f(t0)) e (t1, f(t1)). Como p(tg) = f(to) e p(t1) = f(t1), entdo F se anula
em tg e t;. Veja na figura abaixo, esquematicamente, como devem ser f e p (& esquerda) e
F (a direita).
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Pelas mesmas razoes, para valores quaisquer de k, a fungao F' se anula em todos os pontos
to, t1, ..., ty da particao. Ela pode até se anular em outros pontos, mas nao é necessario que
isto ocorra. Veja na figura abaixo uma situagao com k = 2, onde p tem que ser um polinémio
quadratico.

ty L b ty Ly

Se p e f nao diferem nos pontos da particao, quanto serd a diferenca para os demais
valores de 7
Para responder, tentaremos definir uma func¢do (ndo-negativa) S(t) tal que

—S(t) < F(t) < S(t)

(ou |F(t)] < S(t)) para todo t € [tr,tr], sabendo de antemao que S(t) pode se anular em
to,t1, . te.
A forma de S e —S5, em linha pontilhada, seria algo assim (para k = 4):
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E claro que S deveria ser do tipo mais simples possivel. Uma tentativa é olhar para um
polinémio nao-nulo ¢(t) de grau k+1 que se anule nos pontos to, . .., tx e tomar S(t) = ¢|q(t)|,
onde ¢ é uma constante positiva. O polinémio

q(t) =t —to)(t —t1) ... (t —tg) ,

por exemplo, satisfaz a condicao pedida.
O que faremos agora é mostrar que uma tal estimativa é possivel, e além do mais apre-
sentar um valor de ¢, que possa ser calculado a partir de algum conhecimento sobre a funcao

f

De fato, mostraremos um resultado mais forte, que implicard automaticamente o que
queremos. Provaremos que, para cada t € [t1,,tg] existe um outro ponto s = s; (s; indica a
dependéncia de s em relagao a t) tal que

F(k-l—l) (S)

F(t) = WQ(LL) ;

onde F*+1)(s) indica a derivada (k + 1)-ésima de F em s.
Como conseqiiéncia dessa afirmacao, teremos que

(1) (g
F(1)] < (ngﬂ e lg!)) a(t)

Além disso, nao devemos esquecer que F(t) = f(t) — p(t), onde p(t) é polindémio de grau k.
Como a derivada (k + 1)-ésima de um polinémio de grau k é zero, entao

Fe+1) _ f(k+1)

3

logo e
f k+1 (S)
()] < (sé???;] e ) a(0)]

(k+1)
C = 1max fi(S)
SE[tL,tR] (k =+ 1)'

e podemos tomar
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E claro que esta resposta sé é possivel se f for uma funcdo pelo menos (k + 1) vezes dife-
rencidvel. E o que ocorre com a maioria das fungoes com que nos deparamos na pratica, mas
pode haver excecoes.

Finalmente s6 nos falta provar a afirmagao, que diz que para cada t em [ty tg] existe um
s neste mesmo intervalo tal que

(k+1)F(t) = FFD(s)q(t) .

A afirmacao é trivialmente valida se ¢t for um dos pontos tg, t1, ..., tx, pois F' e ¢ se anulam
nesses pontos, e os dois lados da equagao ficam iguais a zero. Resta-nos assim provar a
afirmacao quando ¢t nao é nenhum desses pontos.

Em primeiro lugar, fazemos a constatagao esperta de que (k+1)! é a (k+1)-ésima derivada
de ¢, pois o polinémio ¢ tem grau (k+1) e o coeficiente de t*+! é igual a 1. Entdo nos bastars
demonstrar que existe s = s; tal que

gV (s)F(t) — FE(s)q(t) = 0.

Para isso definimos a fungao

lembrando que t estd fixo, neste raciocinio. Desta maneira, queremos apenas mostrar que
existe s onde G*+1) se anula.

Acontece que G é uma fungao que se anula em todos os pontos tg, t1, ..., tx, pois tanto ¢
como F' se anulam nesses pontos, mas G também se anula em s = ¢, pois

Como estamos interessados no caso em que ¢t nao é nenhum dos pontos tg, t1, ..., tx, entao G
se anula em pelo menos k + 2 pontos distintos. Pelo Teorema do Valor Médio, entre cada par
consecutivo de pontos onde G se anula hd um ponto onde a derivada de G se anula. Portanto
G’ se anula, obrigatoriamente, em pelo menos k + 1 pontos. Pelo mesmo raciocinio, G” se
anula em pelo menos k pontos. Continuando indutivamente, temos que G*) se anula em 2
pontos e, finalmente, que G**+1) se anula em 1 ponto, como queriamos demonstrar.

Tendo em vista que os resultados deste Capitulo serao usados no Capitulo 16, resumimos
a estimativa obtida (com a notagdo ja exposta):

£ () = p(®)] < cla(®)],

onde
f(’““)(s)
T el (k+1)!

at) = (t—to)(t —t1) ... (t—tr) .



Capitulo 12

Técnicas de interpolacao

Neste Capitulo apresentaremos duas técnicas de interpolagao que servem como alternativas
ao método ja descrito na Secao 1.5 de redugao a um sistema linear.

12.1 Polinémios de Lagrange
Considere o polinomio
(t—t)(t —t2) - (t— k),
que tem grau k e se anula em ¢y, ..., t;. Além disso, em tg ele vale (to—t1)(to—t2) - - - (to —tk),
e portanto o polinémio
(t—t1)(t —ta) - (t—tg)
(to —t1)(to — t2) -~ (to — tk)

Lo(t) =

vale 1 em ty e zero nos demais pontos ti,...,t,. Analogamente, podemos definir, para cada
t;, um polinémio L;(t) de grau k que vale 1 em ¢; e zero nos demais pontos.
Agora observe que a soma de polinomios de grau k é um polinémio de grau k, logo

CoLo(t) + ClLl(t) + ...+ CkLk (t)

é um polinémio de grau k, que vale ¢y em ty, ¢c; em ¢y, ..., cx em t;. Portanto, se quisermos
achar um polinémio de grau k que valha zg, ..., zx nos pontos ty, ..., basta tomar os ¢;’s
iguais aos z;’s:

p(t) = ZoLo(t) +z21L1(t)+ ...+ ZkLk(t) .

Essa é uma maneira de achar o polinomio interpolador sem resolver nenhum sistema linear!
Os polinémios L; sao conhecidos como polinémios de Lagrange.

12.2 Forma de Newton

Ja vimos duas maneiras de fazer uma interpolacao polinomial: através de um sistema linear,
onde as incognitas sao os coeficientes do polinémio que se quer determinar, e cada ponto
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da interpolacao gera uma equacgao; e através de uma combinacao linear dos polinémios de
Lagrange.

Nesta Secao veremos outra forma de interpolar, chamada forma de Newton. Ela leva
certa vantagem em um aspecto: é mais ficil acrescentar um ponto a interpolagao, sem ter
que desmanchar (ou revisar) as contas feitas anteriormente.

Para obter esse novo método, teremos que investigar um pouco mais alguns aspectos
subjacentes a interpolagao.

Seja (to, 20), (t1,21),- - -, (tk, k) 0 conjunto de pontos que se deseja interpolar. A tnica
exigéncia, como de habito, é que os t;’s sejam dois a dois distintos, mas nao hé necessidade
que sua enumeragao respeite a ordem em que eles se dispdem sobre a reta, e os z;’s podem
ser experimentais ou provenientes de uma funcao (z; = f(t;)), tanto faz.

Olharemos para as interpolagoes parciais, que envolvem apenas certos subconjuntos dos
pontos acima. Mais precisamente, sejam ¢ e j tais que 0 <1 < j < k e seja pé- (t) o polindémio
interpolador dos pontos (t;,z;),...,(tj,2;). Assim, o polinémio interpolador procurado é
p(t) = pl(t), enquanto que pi(t) é o polindémio interpolador de um ponto sé (portanto pi(t) =
z;, isto é, tem grau zero e é identicamente igual a z;). Lembremos que o grau (mdximo) de
pé—(t) é j — 1, pois pé— (t) é o polindmio interpolador de j — i + 1 pontos.

Chamaremos de ordem de pé—(t) ao numero j — ¢ + 1, que nada mais é do que o niimero
de pontos que ele interpola.

Em seguida podemos observar que um polindémio de ordem ! > 1 se relaciona de forma
mais ou menos simples com algum polinémio de ordem inferior. Por exemplo, com : <
j tome pj»(t) e pz»_l(t), que diferem entre si pelo fato de que pj»_l(t) nao abrange t; em
sua interpolagao. Nos pontos ¢;,...,t;—1 eles coincidem, pois assumem os mesmos valores
Ziy...,2j—1, respectivamente. Portanto a diferenca p;'-(t) - pé-_l(t) ¢ um polinémio de grau
no maximo j — ¢, que se anula nos pontos t;,...,t;_1, ou seja,

Pi(t) — Py (t) = c(t — ta)(t — tiva) ... (t —tj—1) . (12.1)

A constante ¢ depende dos pares (t;, ), ..., (tj, z;) (pois estes determinam p’(t) e p}_,(t)),
e sera denotada por
w(ti, ti+1, ey tj) )

assumindo-se implicitamente que os z;’s estao automaticamente associados aos t;’s.
Podemos alternativamente suprimir o primeiro ponto da lista, e da mesma forma teremos

pi(t) —piti(t) = &t —tig) ... (t—t;) (12.2)

onde ¢ é denotada por
Oé(ti, N ,tj) .

A vantagem de se determinar os w’s (ou a’s) é clara, pois dai sairia o polindémio interpo-
lador, por indugao. Teriamos

po(t) = o (t) +wlto, tr,. .. te)(t —to)(t —t1) ... (t —th1),

mas também
Pe_ (1) =P _o(t) +wl(te, . te_1)(t —to) ... (t —tr_2),
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e assim por diante, de forma que

Pr(t) = po(t) + w(to, t1)(t — to)+
+w(to, t1,t2)(t —to)(t —t1) + ... +w(to, ..., tx)(t —to) ... (t —tp—1) .

Como pY(t) = zg, convencionaremos que w(ty) = 2o (e w(t;) = z;, para todo i = 0,...,k),
para que a notagao fique uniforme.
Se procedéssemos inversamente na ordem dos pontos, chegariamos em

pa(t) = ate) + alth—1, te) (t — tr)+
ta(th—z, b1, te)(E — to—1)(t — te) 4 ...+ alto, .. b)) (E—t1) ... (E —tg)

estipulando-se que «(t;) = z;, Vi =0,..., k.
Os w’s (e analogamente os «’s) sdo chamados de diferencas divididas, porque podem ser
deduzidos da Equagao 12.1, colocando-se t =¢;. Assim

Pi(ts) — Py (t))
(tj —ti)...(t; —tj—1)

w(ti,...,tj) =

onde conhecemos pz-(tj) = z;, mas pz;l(tj) depende de se conhecer previamente o polindémio
p;-fl(t). Isso possibilita achar os w’s indutivamente, mas é um caminho trabalhoso. Nosso
objetivo é buscar um meio mais facil de determinar w’s e a’s, embora nao possamos nos livrar
de alguma indugao.

Partiremos de uma pequena observagdo sobre os polinémios de ordem 1 e 2 (um e dois
pontos), e depois enunciaremos um resultado geral que servird a nossos propdsitos.

Nao ha muito o que dizer em ordem 1: a interpolagao de um ponto é um polinémio de
grau zero, portanto

Pi(t) = zi = w(ts) = a(t)

por definicao.
J& a interpolacao de dois pontos ¢; e t;+1 (0 < i < k — 1) é um polindémio de grau 1, cujo
grafico é uma reta. Temos

Piﬂ(f) =z +w(t, tig1)(t —t;),

que pode ser obtido da Equagdo 12.1 diretamente. Mas w(t;,t;4+1) é também a inclinagao da
reta que passa por (t;,2;) € (tiy1,2it1), 10g0

w(t- ‘. 1) _ Zi+1 — Zi _ w(ti+1) —w(ti)
v tiv1 — 1 tiv1 —1;

Analogamente,
Piia(t) = zigr + alti, tiga)(t — tig)

donde a(t;, tit1) = w(ts, tit1), pois a(t;, t;+1) é a inclinagdo da mesma retal
Assim mostramos que w’s e a’s coincidem até ordem 2 e relacionamos w’s de ordem 2
com w’s de ordem 1. Vejamos como generalizar nossas observagoes para qualquer ordem.
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Mostraremos o seguinte enunciado: “para todo pari, j tal que 0 < i < j, temos a(ts, ..., t;) =
w(xiy...,xj5), e sei<jtemos

w(ti“, e ,tj) — w(ti, . .,tj_l) 17

ti,... ti) =
w(ts, 7]) t—t;

(12.3)

O enunciado ja foi demonstrado acima em ordens 1 e 2, isto ¢, sempre que j — i+ 1 < 2.
Sejam agora i e j tais que j — ¢+ 1 > 3 e considere os polindémios p;-"’l(t) e pj_1(t) que
interpolam j — ¢ pontos, e portanto tém grau (méximo) j — ¢ — 1. Como eles coincidem em
trL’Jrl, RPN ,tjfl, entao

p;—Jrl(t) — p;'fl(t) = a(t — Ifi+1) ce (f — lfj_l) . (124)
Acharemos o valor de a de trés maneiras diferentes, o que fornecera as igualdades que que-
remos demonstrar.

(i) Tomamos t = t; na Equacao 12.4. Entao
alty —tip1) ... (t; —tio1) = pith(t;) —pi_ i (ty) -
Como p

7 (t) inclui t; em sua interpolacao, p;+1(tj) = zj, mas z; também ¢ o valor de pz(tj),
logo o lado direito é igual a

Pyty) — 051 (t;) = w(ti, ., t5)(t; — t:)(t; — tiga) - (b5 — tj1) -

Dali segue que

i+1

a=(t; —t))w(ts,...,t;) .

(ii) Tomamos t = t; na Equacao 12.4. Entao
a(t;y —tig1) ... (L —tj—1) = p;+1(ti) —pé-fl(ti) )
O lado direito é igual a
P () — Ph(ti) = —alti, .. t5) (i — tiga) - (i — 1)

logo

a=(t; —t;)a(t;,....t;),
o que mostra que o(t;,...,t;) = w(ti,..., ;).
(iii) Depois que vimos que w’s e a’s coincidem, usamos a mesma Equagao 12.4, manipulando-a

de outra forma, para estabelecer a relagao dos w’s com seus correspondentes de ordem inferior.
Observe que

- . - - - .
Pt =i () = [P () — i ()] + [P () — i ()]

que, pela definicao de w’s e a’s, é igual a

Wtigt, - ) (E—tipa) . (E—tj—1) —alts, ..., tj—1)(t = tiga) ... (E = tj-1)
Como af(t;,...,tj—1) = w(ts,...,tj—1), segue que

Py () = P51 (8) = [Wltivr, - ty) —w(tiye o ty)] (E = tipa) - (8 —151) -
Entao

a Zw(ti+1,...,tj) —w(ti,...,tj_l) .

Como ja sabemos que a = (t; — t;)w(t;, . .., t;), concluimos a Equacao 12.3.
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12.2.1 Exemplo do uso da forma de Newton

A Equacao 12.3 permite que calculemos os w’s em fungao de seus correspondentes de ordem
inferior. Isso é possivel porque conhecemos os w’s de ordem 1, que sdo os z;’s. A seguinte
tabela mostra como podemos esquematizar as informacoes.

to w(to)
w(to, tl)
(31 w(ty) w(to,t1,t2)
w(tl, tz)
t2 w(tz)
: w(to,. .,tkfl)
w(to, .- tk)
: : Wty tk)
th2 w(tr—2)
w(tk—1,tk—2)
th_1 w(tk_l) w(tk—%tk—latk)
w(tp—1,tx)
tk w(tk)
Cada w(ts, ..., t;) pode ser obtido da diferenca entre os dois elementos adjacentes da coluna

imediatamente & esquerda (o de baixo menos o de cima), dividida pela diferenca t; — ¢;,
onde ¢; e t; sdo encontrados como as extremidades da base da piramide (deitada) da qual
w(ts,...,t;) é o cume.

Por exemplo, se quisermos achar o polinémio interpolador dos pontos (0,1), (%, %),
(2,-1), (2,0), acabaremos por montar a seguinte tabela (confira!):

PRI
0 1
-1
11 _1
22 5,
2 3
3 7
7 1 3
2
2 0

Da tabela, tiramos o polinémio interpolador procurado:

1 1 4 1 3
P =1+ (=1) (2 = 0) + (=3)( — 0)(& — 3) + 3z~ 0)(z — 5)(z = 5)..
Juntando termos de mesmo grau, ficamos com
1 4
t)y=1+t—3t2+ -t*.
p(t) =1+ +3

Para verificar que deu certo, testamos os valores p(0), p(3), p(3) e p(2) e vemos que batem

com 1, %, —1e0.
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H4 outras formas de se tirar o mesmo polinéomio da tabela. Por exemplo, pegando os w’s
de baixo:
3 4 3 1

P =04 20— 2) (0 =)t — )+ 50 =2t~ )t~ 3).

Ou senao em “zigue-zague”:
p(t) = w(tg)—l—w(tl, t2)(t—t2)—|—w(t0,tl,tQ)(t—tQ)(t—tl)—Fw(to,tl,tQ,tg)(t—tQ)(t—tl)(t—to) y

que ¢é igual a

3 3 1 3 1 4 3 1
1=t =)= (t—-D)t—2)+=(t—)(t—=)(t—0).
(= 5) = 3= 5t — )+ 5= 5 — )t -0)
O “zigue-zague” pode servir para se escolher os melhores coeficientes, facilitando a tarefa
de juntar termos de mesmo grau logo depois, mas nao é aconselhavel por ser mais sujeito a

€rros.
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Capitulo 13

Importancia da integracao
numeérica

13.1 Introducao

No préximo Capitulo falaremos de métodos numéricos para o calculo de integrais definidas,
mas antes devemos atentar para a razao de sua utilidade. O Caélculo ensina que, para se

obter .
| fas,

basta achar uma primitiva, isto é, uma funcao F(z) tal que F'(z) = f(x), de forma que

b
[ #@de = F®) - Fl@)

(vide Apéndice B).

Uma funcao f é, em geral, dada por uma “férmula”, que nada mais é do que a combinacao
finita, via somas, multiplicacoes, divisdes e composicoes de fungoes elementares. As fungoes
elementares sdo as usuais: poténcias de x (negativas e positivas), fungoes trigonométricas e
suas inversas, logaritmo e exponencial.

Entretanto, no mundo abstrato de todas as fungoes possiveis, essas fungoes formam apenas
uma minuscula parte. Em outras palavras, a grande maioria das fung¢bes nao tem uma
férmula que as represente, embora nas aplicagoes do ‘mundo real’ os modelos freqiientemente
conduzam a fungoes descritas por meio de formulas.

Mesmo se nos restringirmos apenas as fungoes dadas por férmulas, acabaremos por nos
deparar com um fato mateméatico: nem todas elas admitem uma primitiva que também seja
escrita como combinagao (finita) de fungoes elementares!

E claro que existe o recurso de se escrever a primitiva F' como uma combinagao infinita
de fungoes elementares, por exemplo através de uma série de poténcias

oo

F(z) = chxk .

k=0
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Isto é possivel (em muitos casos de forma até razoavelmente facil), mas com dois inconveni-
entes: primeiro, quando formos avaliar F'(a) e F(b) através da série (ou da férmula infinita)
pode ser necessiria uma quantidade tdo grande de termos (ou operagdes) que inviabilize ou
torne muito lento o cdlculo. Além disso, nem sempre séries de poténcia convergem para todos
os valores de z, 0 que exigiria uma andlise criteriosa do alcance dessa convergéncia, em cada
caso.

De outra parte, é preciso também dispor de instrumentos para estimar integrais a partir
de dados experimentais. As aplicagoes mais 6bvias se encontram no cdlculo de comprimentos,
areas, volumes, massa, centro de massa, distancia percorrida, tempo decorrido, etc. No que
segue, discutiremos algum exemplos onde a integragao numeérica se faz necessédria: ora por se
tratar de medida experimental ora porque nao ha primitiva elementar da fungao que se quer
integrar.

13.2 Calculo de areas

Gostarfamos de um método sistematico
para estimar a area de figuras planas
como a mostrada ao lado (poderia ser
uma ilha, por exemplo). Para isso, va-
mos nos basear no Principio de Cavali-
eri, que diz: “dados dois conjuntos A e
B, se houver uma linha L tal que toda
perpendicular a L cruze A e B em in-
tervalos de tamanhos iguais, entdo A e
B tém a mesma drea.”

Por exemplo, os tridngulos da figura abaixo (& esquerda) tém dreas iguais, pois cada reta
R horizontal, & altura y, cruza os tridngulos em segmentos de tamanho igual a [(y). Para
entender porque [(y) é igual para os dois tridngulos, observe que em ambos I(y) varia como
uma fungao afim (“linearmente”), em y = 0 tem-se [(0) = b (os tridngulos tém bases de igual
tamanho) e em y = h tem-se [(h) = 0 (os triAngulos tém alturas iguais). Portanto a fungéo
I(y) tem o aspecto mostrado & direita, na figura.

Isso explica porque todos os triangulos com base e altura iguais tém a mesma area, que
pode ser obtida de um deles, por exemplo o da direita. Essa area vale %bh, e o leitor pode
observar que essa também é a drea sob o grafico de I(y) (observacao que serd importante logo
adiante).
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I(y)

O Principio de Cavalieri tem uma formulagao analoga para volumes. Dois sélidos S e T
terao mesmo volume se houver uma linha L tal que todo plano perpendicular a L cruze S e
T em regioes de areas iguais. Para o leitor que ainda nao acreditou nesse principio, imagine
uma pilha de cartas com um arame passando no meio, e entao incline e retorga o arame, de
forma que a pilha fique desalinhada. As duas pilhas continuam tendo a mesma altura, a drea
de cada corte é a mesma, e o volume (que é a soma dos volumes “infinitesimais” das cartas)

se mantém.

O que podemos fazer com uma figura plana em
geral é criar uma segunda figura com mesma
area apoiada no eixo horizontal. Na pratica,
temos que fazer isso para um numero dis-
creto de cortes verticais: medimos o compri-
mento do corte e transferimos esse valor para
a segunda figura. Assim, a segunda figura ¢
um esboco do gréafico “Comprimento do corte
vs. Posicao do corte”, mais precisamente é a
regiao compreendida entre esse gréfico e a li-
nha horizontal. Quando o corte ocorrer em
dois intervalos separados a altura do grafico
serd igual a soma dos comprimentos das duas
intersecgoes.

Ao final, teremos uma seqiiéncia de pontos xg, x1, - .

.

., Tn, que fornecem a posigao de cada

corte, e valores correspondentes yo, Y1, - - ., Yn, que sao os respectivos comprimentos de cada
corte. Esses dados é que serao usados para se fazer a integracao.

O curioso é que o mesmo tipo de “coleta de dados” serd feito para a integracao de uma
funcao f(z) dada por uma férmula. Se a integragao se der no intervalo [a, b], entdo deve-se

dividir o intervalo com uma particao

a=zg <11 <2< ...<2p=0>

e tomar os valores da fun¢ao nos extremos dos intervalos da partigao:

yOZf(IO)vylzf(Il)v'
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(que podem até ser negativos). A partir desses dados, a maneira de se proceder serd a mesma,
tanto no caso ’experimental’ como no caso 'teérico’. A tnica diferenga é que no caso ’'tedrico’
nés teremos, na maioria dos casos, uma maneira de delimitar o erro cometido na integragao.

O volume de um lago ou de uma montanha também é passivel de ser estimado usando esse
tipo de dados. Pode-se fazer isso em duas etapas. Primeiramente, escolhe-se uma diregao
(z, por exemplo) onde se posicionarao, perpendicularmente, as retas dos “cortes”. Para cada
corte do lago, posicionado em x;, estima-se sua drea A(x;), usando dados (y;, z;). Depois
estima-se a integral da fungéo “drea do corte”, usando-se os dados (x;, A(x;)), que resulta no
volume.

13.3 Comprimento de curvas e graficos

Considere o seguinte problema: “calcular o comprimento do grdfico da funcao f entre a e
b”. Se a funcao f for diferencidvel, esse problema remete a uma integral.

Para entender melhor, tentemos aproximar a curva por pequenos segmentos de reta e
seu comprimento pela soma dos tamanhos desses segmentos. Como sempre, dividimos o
intervalo [a,b] com uma partigdo a = xg < 1 < ... < x, = b e em cada intervalo [z;, T;11]
(i=0,...,n—1) aproximamos a funcao pelo segmento de reta que une os pontos (x;, f(x;))
e (zit1, f(xi41)). Pelo Teorema de Pitdgoras, esse segmento tem tamanho igual a

V(@ig1 —2:)? + (f(ig1) — f2)? .

Para simplificar um pouco, podemos supor que todos os intervalos tenham o mesmo tamanho
Az. Além disso, aproximamos a diferenca f(z;+1) — f(z;) por f'(z;)Az, de forma que
somando para todos os segmentos obtenhamos, aproximadamente,

2 Axy/1+ f/(x;)? .

i=0

Fazendo Az ir a zero estaremos, por um lado, fazendo com que a soma dos comprimentos dos
segmentos esteja cada vez mais préxima do comprimento verdadeiro da curva e, por outro
lado, fazendo com que a aproximagao pela derivada seja cada vez mais fidedigna. No limite,
teremos um nimero que é ao mesmo tempo o comprimento da curva e também a integral

[ VTR

O grafico de f entre a e b é um caso particular de curva no plano. Cada ponto dessa curva
pode ser obtido tomando-se ¢ no intervalo [a, b] e entdo o ponto (¢, f(¢t)). Podemos imaginar
esse processo como uma fungiao com domfnio [a, b] e contradominio R?, que leva t em (¢, f(t)).
Na verdade, podemos generalizar para situagoes que nao correspondam a graficos de fungoes.
Por exemplo, tome a fungao

~(t) = (cost,sent) ,

com t variando no intervalo [0, 27]. Para cada t, o ponto v(t) é um ponto do circulo unitério,
correspondente a um giro de angulo ¢. Uma elipse é a imagem da funcao

~(t) = (acost, Bsent) ,
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com t variando em [0, 27]. Basta ver que se (z, y) pertence & curva entdo (z,y) = (acost, Bsent),

para algum ¢, logo
2 2

x

LN

o) 32

Uma curva y(t) é expressa com duas fungoes, uma para cada coordenada: v(t) = (z(t), y(t)).

Se quisermos calcular o comprimento total da curva (com t variando no intervalo [a, b)), po-
demos proceder com uma idéia semelhante a exposta acima para calcular o comprimento do
grafico de uma funcdo. Dividimos o intervalo [a,b] com uma partigdo a = tg < t1 < ... <
t, = b (com intervalos iguais de tamanho At) e aproximamos o comprimento da curva pela
soma

n—1
D Itisa) =)l -
=0

Cada termo da soma é a distancia entre dois pontos consecutivos ¥(t;) e y(ti+1). Esta
distancia é dada explicitamente por

V(@ (tivr) —x(ti)? + (y(tir) —y(t:)?

pelo Teorema de Pitagoras.
Se cada uma das fungoes coordenadas for diferencidvel, a distancia sera aproximadamente
igual a

Aty/a(t)? +y'(t)*
ou

At (' (t:), ' (E:)]] -

O vetor v/(t) = (2'(t;),y'(t;)) é o vetor derivada da curva 7(t). Somando o comprimento dos
segmentos e fazendo o limite quando At vai a zero, concluimos que o comprimento da curva

¢é dado pela integral
b
[ @

Por exemplo, no caso do circulo unitdrio, y(t) = (cost,sent) e v/(t) = (—sent, cost), logo
II¥/(t)]] = 1. Portanto o comprimento do circulo é

2T 2m
| ol = [ =2,
0 0
como era de se esperar!

No caso da elipse, seu perimetro [ depende de a e b, que sao os tamanhos dos semi-eixos.
Estamos sempre supondo que a e b sao positivos, e iremos também assumir que a < b, isto
é, que o semi-eixo maior da elipse estd na vertical. Tomando (t) = (acost,bsent), temos
v'(t) = (—asent,bcost), de forma que o perimetro p da elipse é dado por

2T
p:/ Va2sen?t + b2 cos? t dt .
0
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5 e multiplicar por quatro. Além

, € colocar b em evidéncia na integral:

Por razoes de simetria, podemos integrar somente de 0 a
disso podemos substituir cos? por 1 — sen?

%
p:4b/ V1 —kZsen?tdt,
0

onde k2 é definido como sendo

1 - b_2 3
um nimero positivo e menor do que 1 (ele vale 1 quando a elipse é um circulo, e 0 quando a
elipse degenera num segmento de reta vertical).

A integral
/ V1 — Kk2sen? tdt

é conhecida como integral eliptica do primeiro tipo, e nao admite uma expressao via com-
binagao finita de fungoes elementares. Em outras palavras, nao ha uma férmula fechada para
o perimetro da elipse.

13.4 Distancia percorrida e tempo decorrido

A Fisica estd repleta de conceitos definidos por meio de integragdo. Faremos aqui uma
pequena discussao sobre movimentos unidimensionais, isto é, movimentos num espago cuja
posicao possa ser determinada por apenas uma coordenada. Pode ser o movimento de uma
particula numa reta, um carro numa estrada, um péndulo simples, etc. O caso do péndulo
serd discutido com detalhes na proxima Secao.

O movimento unidimensional de um corpo pode ser descrito por uma func¢ao z(t), onde
x(t) indica a posigdo em cada instante de tempo ¢. No caso de um péndulo, sua posigio é
indicada por um angulo 6(t) (para ser mais preciso, sua posi¢ao ¢é circular), medido a partir
da posicao vertical mais baixa.

A velocidade do corpo v(t) é a derivada da fungao x(¢):

e a aceleragdo é a derivada de v(t). No caso em que a posigdo é descrita por um angulo,
falamos em velocidade angular, denotada por w(t):

w(t)=0'(t).

Conhecendo a posicao inicial o (no instante ¢ = 0) e a maneira como evolui a velocidade
em funcgao do tempo, podemos recuperar a funcao posigao:

z(t) = o +/0 v(r)dr

equacao que nada mais é do que o Teorema Fundamental do Calculo. Fisicamente, podemos
pensar que no instante 7, a velocidade é v(7) e, sendo continua, assume valores préximos a
v(7) em instantes préximos a 7. Tomando um intervalo de tempo A7 préximo a 7, teremos
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que a distancia percorrida serd aproximadamente igual a v(7)A7. Da divisdo em pedacinhos
de tamanho A7 do intervalo de tempo onde percurso é acompanhado, a distancia percorrida
é a integral de v(7), o que justifica a férmula de forma empirica. Da mesma forma, em
coordenadas angulares, temos

0(t) = 0o —1—/Otw(7)d7.

Ocorre entretanto que, em muitas aplicacoes fisicas, conhecemos a velocidade em funcdo
da posi¢ao, e nao do tempo. O péndulo serd um exemplo disso. Nao vamos discorrer a
respeito de outros exemplos, mas imagine o leitor que seja esse o caso. E suponha que agora
o problema é outro: da posi¢ao inicial xy até a posicao final x, em cada ponto £ sabe-se que
a velocidade assume o valor v(€) (mas nunca se anula). Quanto tempo durou o percurso?

A exigéncia de que a velocidade nao se anule no percurso pode ser justificada assim: se o
corpo para numa posicao &, e depois recobra seu movimento, nao ha como saber quanto tempo
ele ficou parado, logo nao ha como obter uma resposta tinica para a pergunta. Eventualmente
poderemos considerar que a velocidade se anule instantaneamente, principalmente se se tratar
de £ =xpoué =u.

Como no caso anterior, podemos dividir o espago percorrido em pequenos intervalos de
tamanho A¢. Em cada intervalo, a velocidade é aproximadamente constante, por exemplo,
préxima ao valor v(£) do extremo do intervalo. O tempo dispendido nesse pequeno trecho
de percurso ¢é aproximadamente igual a

Ag
(&)

Portanto somando esses tempos e fazendo A ir a zero, teremos que o tempo decorrido serd

o 1
T—/%WW

onde & agora representa a variavel angular de posicao. Esta férmula sera aplicada na préxima
Secao para se calcular o periodo do péndulo simples.

No caso angular, temos

13.5 Periodo do péndulo e as integrais elipticas

Consideremos um péndulo simples sem atrito. Mostraremos que a Lei de Conservacao da
Energia implica que a velocidade depende somente da posi¢ao do péndulo.

A energia cinética do péndulo é dada por %va, onde v representa sua velocidade linear.
Se o comprimento da haste for igual a [, essa velocidade é igual a lw, onde w é a velocidade
angular.

Por outro lado, a energia potencial é igual a mgh, onde h é a altura do péndulo em relacao

ao solo. A bem da verdade a energia potencial é uma grandeza relativa, o que quer dizer que
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podemos somar uma constante a essa energia e nada se alterarda. Ou ainda, quer dizer que
podemos supor que o solo estd na altura que quisermos, inclusive acima do péndulo!! Aqui
assumiremos que o solo estd na altura do ponto mais baixo do péndulo, de forma que a h se
relaciona com a coordenada angular 6 por

h=1—1cosf .

A energia total é a soma da energia cinética com a energia potencial, e essa energia é
constante:

1
§ml2w2 +mgl(l —cosf) =F .

Mas quanto vale essa constante E7

Observe que a constante F tem a ver com a amplitude y do movimento: quanto maior
for a amplitude, maior serd essa energia. Para nao ficar duvidas, 6y representa o angulo
maximo que o péndulo alcanga a partir da posicao vertical mais baixa, logo o maior valor
que pode assumir, em tese, é 7 (estamos evitando considerar o movimento em que a posigao
6 = 7 é “atravessada”). Quando o péndulo atinge o dngulo maximo (fy ou —6p, tanto faz),
ha uma reversao do movimento, e a velocidade angular instantaneamente se anula. Nesse
caso, a energia cinética é nula, e toda a energia se concentra na energia potencial. Em outras
palavras, a energia total F é igual a energia potencial no angulo méximo 6.

Substituindo na equagao acima, obtemos

w? = 21—9 [(1 —cosby) — (1 —cosh)] .
A expressao entre colchetes pode ser simplificada para cos — cos 6y, porém mais tarde vol-
taremos a deixé-la dessa forma por razoes técnicas.

Notemos que essa equagao tem duas solugoes, uma positiva e uma negativa. De toda
forma, ela evidencia a dependéncia da velocidade angular em relacao a posigao: fixada a
amplitude 6y do movimento, para cada posigio 6 (entre —6y e 6p), a velocidade angular w
s6 pode assumir dois valores, um negativo e um positivo, e ambos de igual médulo. Um dos
valores representa o movimento de “ida” do péndulo e o outro de “volta”.

Para obter o periodo do péndulo, podemos calcular o tempo decorrido para se ir de —6
até 6y, no movimento de “ida” (velocidade angular positiva). De fato, pela simetria do
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movimento, basta analisar o percurso de § = 0 até 6 = 6, percorrido em um quarto do
periodo. Levando em conta as consideragoes da Secao anterior, teremos

T bo 1
1 ‘/o RO

1 [P 1
T=4- —/ —df
29 Jo +/cosB — cos b

Vale apenas examinarmos com mais atengao essa integral, tentando esbogar o integrando.
Primeiro desenhamos a fungao cos 6, marcando a altura de cosfy (que pode ser negativo, se
o > Z). A partir daf esbogamos a funcao cos — cosfy, no intervalo [0, 6], que é o que nos
interessa. Essa fungao tem derivada nao nula em 6y, a nao ser que #y = 7, mas esse caso nao
serd considerado.

logo

112 i
: /2
cost —cosg, (Cosd ~cost) (cosB —osy)
6 0 i 0
0 n o —n 0 9 0 9
2 0 0 0

Em seguida, extraimos a raiz dessa funcao, e observamos que a inclinagdo da funcao
vcosf — cosfy vai a infinito quando 6 vai a 6. Como a funcao original tinha “cara” de
(0o — ) (perto de ), quando tiramos a raiz ela fica com “cara” de ¢(fy — 0)2 (basta
comparar com os graficos y = cx e y = y/cr, porém afirmagoes mais precisas podem ser
obtidas usando Férmula de Taylor, vide Apéndice C).

Acontece que o integrando é (cosf — cosfy) ™2, que tem “cara” de ¢(fy — 0)~ 2 perto de
6o. E uma funcao divergente em 6, (vai a infinito), e é natural que nos questionemos sobre
a convergéncia da integral. Fisicamente sabemos que a integral tem que convergir, pois o
pendulo alcanga o angulo de amplitude maxima em tempo finito. Mas e matematlcamente‘?

E empirico porém extremamente valido pensar na integrabilidade da funcao =z~ 3 entre
0 e 1. Neste caso, a divergéncia ocorre em =z = (. Essa integral existe, pois se tomarmos a
integral

1 1
/ eV 2de = 222 =201 —a'/?),

teremos que ela tende a 2 quando a tende a zero, e portanto converge. De fato, a integral
de qualquer fungao =%, com 0 < o < 1 existe em (0, 1), pelas mesmas razoes. Fica para o
leitor verificar que o mesmo néao ocorre com « > 1!

Apesar de nao haver problema quanto a convergéncia da integral que fornece o periodo
do péndulo, veremos no proximo Capitulo que nossos métodos se prestarao mais a fungoes
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que sejam continuas no intervalo de integracao, inclusive nos extremos. O “pulo do gato”
neste caso é que uma mudanga de coordenadas (muito) esperta pode transformar a integral
acima numa outra cujo integrando seja uma funcao continua dentro de um intervalo, isto
é, sem pontos de divergéncia. Fagamos entao essa mudanca de coordenadas, que a bem da
verdade serd uma seqiiéncia de duas substituigoes.

A primeira substituigdo serd inofensiva. Faremos n =
uma integral no intervalo (0, 1) (independentemente de 6

T=4- 1/ / d
\/cos 7790 ) — cos by g

Em seguida lembramos de como estava escrito o radicando, para obtermos

ei (logo dn = —) e ficaremos com
0):

V/cos(nfy) — cosby = /(1 — cosby) — (1 — cos(nfy)) = +/1 — cos by - \/1 — 11_%2(::0) ,
- 0

e ja tiramos o fator (1 — cos 90)_% para fora da integral. S6 para nao nos perdermos nas
contas, o conjunto de termos que multiplica a integral é

[ Ao
4oy —+ ——.
2g /1 —cosfy

1 — cos(nbo)

Observe que a fracao

1 — cosby
varia monotamente de 0 a 1 quando 7 varia de 0 a 1. Fazemos entao a substituicao

1 — cos(nbo)

2¢6
sen”& = 1 — cos by

onde § varia entre 0 e 5. Dai teremos uma integral de 0 a 5 de - g’ mas precisamos colocar
tudo em funcao de £. Diferenciando os dois lados da equagao acima e dividindo por cosé,
obtemos p i
2senédf = ——> sen(f
néde 1—00590 n(fon) e cos¢&’
logo
dn  2(1 —cosfly) senf

cos& 6o “sen(fon)

Note que ainda temos um termo dependendo de 7. Da equagao onde introduzimos a substi-
tuigéo, podemos isolar cos(fyn):

cos(fon) = 1 — (1 — cosfp) sen? ¢ |,

logo

sen(6pn) = /1 — [1 — (1 — cosfy) sen2 &2
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ou, simplificando,

sen(fon) = V2:/1 — cos by sen{“\/l — @ sen? £ .

Ja que 1_‘3—;590 é sempre um numero nao negativo, denominamos

W2 1 —cosfy
=

e juntando tudo obtemos (depois de varios cancelamentos)

1 [® 1
T=4,/- —d¢.
9Jo /1—kZsen?¢

Se §p < 7 entdo k*> < 1 e o denominador do integrando nunca se anula. Portanto este
integrando é continuo no intervalo [0, 5]. No caso em que 6y = 7 o integrando é divergente
em 5 e a propria integral é divergente (o leitor é convidado a comparar com sua intuicao
fisica). De fato, quanto mais 6y se aproxima de 7 maior se torna T, em outras palavras, o
periodo do movimento vai a infinito quando a amplitude se aproxima de 7.

Por outro lado, quando a amplitude se aproxima de 0 significa que 2 se aproxima de

0, e o integrando se aproxima da fungao constante igual a 1. Isso implica que o periodo se

aproxima do conhecido valor
l
2y [ — .
g

1
/ ——=d£,
v/ 1—KZsen2¢
com 0 < k? < 1, é conhecida como integral eliptica do segundo tipo e ndo pode ser expressa por

meio de combinacoes finitas de funcoes elementares. Portanto nao hd uma formula fechada
para o periodo do péndulo em fun¢ao da amplitude do movimento.

A integral

13.6 Calculo de 7 e de logaritmos

A integracdo numérica se presta também para calcular constantes matematicas, por exemplo
o namero 7, que é definido como sendo a area do circulo unitario. Como para o circulo
unitério se tem x2 + y? = 1, entdo y = £v/1 — 22, ou seja,

1
7r=2/ V1 —ax2dz .
-1

Aqui é possivel até achar uma primitiva para o integrando, mas o problema é que essa
primitiva acabara sendo expressa em termos de w. Pode-se mostrar teoricamente que o lado
direito é igual ao esquerdo, obtendo-se uma bela equacao m = w!!!l O wvalor numérico de 7 s6
poderé ser obtido, no entanto, se fizermos a integragao precisa da funcao no integrando.
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Outra maneira de se obter 7 via integracao é usando o fato de que

1

(arctanz)’ = el

Como arctan(0) = 0, entdo

1
arctanz = ——dt .
o 1412

Af nos aproveitamos do fato de que arctan1 = 7, de forma a podermos expressar 7 como

uma integral
Yo
™= 4/ dt .
o 1+12

Lembremos também que o logaritmo é definido através de uma integracao. Como

1n:1:£/ ldt
1t

(vide Apéndice B), entdo para cada x o valor numérico de Inz serd obtido como uma &rea
debaixo do gréafico de uma fungao.
A constante e é definida como sendo o (dnico) nimero que satisfaz a equagao

lnx=1.
Ele pode ser obtido, por exemplo, resolvendo-se essa equacao pelo Método de Newton. S6

que, para sermos honestos, temos que aplicar o Método de Newton calculando todos os
logaritmos através da integracao numérica (vide Exercicio na Segao 15.2).

13.7 A gaussiana

Como vimos na Subsecao 4.3.6, a distribuicao de probabilidade mais comum na natureza é
dada pela funcao

oV2r 202

Para sabermos a probabilidade de ocorrer um evento dentro do intervalo [a,b] precisamos

calcular a integral
b
/ P (t)dt .

E um pouco chato calcular integrais com essas constantes, mas através de uma mudanga
. . . a2
de coordenadas podemos reduzir o problema a calcular integrais de e™® . Por exemplo,
tomemos u =t — 7 (du = dt). Entéo

b 1 b—7 u2
/ P; o (t)dt = / e 22du .
a o2 Ja—r
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: d
Em seguida, fazemos outra mudanca de coordenadas z = o3 (dx = a—f/%) Obtemos

b—T1
1 V2 2

—x
— (& dzr
20’2 mw Ja=1 ’
VT o2

isto é, uma integral de e~ no intervalo [A, B], onde A = Z\_/% e B= 3}%
Acontece que e~ ¢ uma daquelas funcbes que nao tém férmula para sua primitiva, e
a partir dai sé se prossegue com estimativas numéricas. Em probabilidade, como é muito
freqiiente o uso dessa integral, adotam-se tabelas com precisao limitada mas razoavel, que
servem para a maioria dos propédsitos. Essas tabelas podem ser facilmente montadas com os

métodos de integracao do préximo Capitulo.
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Capitulo 14

Métodos de integracao numeérica

14.1 Introducao

Queremos resolver o seguinte problema: “dada uma fungdo f : [a,b] — R, achar a integral
de f nesse intervalo, denotada por
b
/ flx)dxz".
a

Aqui trataremos de dois métodos de integragao de fungoes, a saber, o Método dos Trapézios
e o Método de Simpson.

14.2 O Método dos Trapézios

A primeira coisa a fazer é dividir o intervalo [a,b] em n intervalos (nfo necessariamente de
tamanhos iguais). Isto é, fixar g = a (extremo esquerdo do intervalo) e x,, = b (extremo
direito do intervalo), e escolher pontos x1,...,2,—1 entre a e b de modo que valha

a=20<x1<Ta<23<...<Tp1<xTp,=>.

Em seguida, deve-se estimar a drea (com sinal) entre cada par de pontos sucessivos. Por
exemplo, entre x; e x;41: podemos aproximar essa area tomando o retangulo cuja base é o
intervalo [z;, x;11] e cuja altura seja a média entre f(z;) e f(x;+1). Esse retdngulo terd drea
de

f(@i) + f(@it1)

D) : ($i+1 - ivz') .

Finalmente, somam-se as estimativas de cada retangulo, obtendo-se a drea (aproximada)
total.

Algumas observagoes sao pertinentes. Para comegar, por que o Método dos Trapézios
assim se chama? Afinal, nenhum trapézio apareceu para justificar o nome...!
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Observe que em vez de termos pego o retangulo com altura média

(f(x;) + f(zit1))/2 poderiamos ao invés ter pego o trapézio cujos

vértices sdo (24,0), (zi+1,0), (Tir1, f(zit1)) e (x;, f(2;)). A drea desse f(Xi11)
trapézio pode ser calculada da seguinte forma: completamos a altura f(x,)

com um trapézio de mesmas proporgoes, formando um retangulo de al-

tura f(x;) + f(zi41) e base x;41 — x;. A drea desse retangulo é o dobro

da area do trapézio, donde essa ultima deve valer

f(@i) + f(zig1)

) (L1 — @) X Xis1

ou seja, o mesmo valor que tinhamos obtido de outra formal
Nao é preciso que o espagamento entre os pontos seja sempre igual, mas se for facilita
bastante. Suponha que a distancia entre eles seja igual a h, isto é,

T1 —To=To—T1 =X3 —X2=...= Ty — Tpn-1="H.
Entao o trapézio com base [z;, 2;11] tem &rea

h

§(f($i) + f(wiq1)) -

Para todos os trapézios aparece a multiplicacao por %, portanto podemos deixar essa mul-
tiplicagdo por ultimo (o que é o mesmo que colocar em evidéncia esse fator). Entao a drea
total dos trapézios sera

D (Flao) + Floa) + Foa) + F(2) + Fo2) + o) +
oot f@n—2) + f(@n-1) + fzn-1) + f(zn)) -

Excetuando o primeiro e o ultimo termo, todos os outros aparecem duas vezes na soma.
Entao a drea total sera

Do) + 27 (@) + 20 (@) + o+ 2f ) + ()}

Isso facilita bastante na hora de se fazer as contas!!

Outra pergunta: que erro estamos cometendo ao fazer a aproximagao da area por trapézios?
Veremos mais adiante como calcular esse erro. Por enquanto ficamos com a percepcao (cor-
reta) de que nosso resultado serd tanto mais preciso quanto menor for o tamanho dos interva-
linhos da divisao. Nem sempre porém nos interessa calcular a integral de fungoes exatamente
conhecidas, pois muitas vezes estamos diante de uma fungao obtida através de dados ex-
perimentais. Ou senao queremos simplesmente estimar a area de uma regiao, e colhemos
os dados de forma semelhante ao que foi feito acima: para cada x;, medimos o valor y; da
fungao. Todo o procedimento serd o mesmo. A tnica coisa é que nao poderemos controlar a
precisao da estimativa, por falta de mais informacoes sobre a fungao e devido ao erro inerente
aos dados experimentais.

Para exemplificar o uso do Método dos Trapézios, ilustremos com um exemplo cujo re-
sultado é bem conhecido. Sabendo que a derivada da fungao arctan é H-%’ segue que

1
1
/0 mdz = arctan(1) — arctan(0) = % ,
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pelo Teorema Fundamental do Célculo. Logo a estimativa dessa integral levard a uma esti-
mativa do valor de .

Como ainda nao falamos em estimativa de erro para o Método, nossa escolha em relagao
ao tamanho dos intervalos da particao e ao nimero de algarismos significativos serd arbitraria.
Mais adiante veremos como fazer escolhas mais conscientes.

Dividiremos o intervalo [0, 1] em 10 intervalos iguais, ou seja, faremos h = 0.1. Entéo

m 0.1

1~ —{f(0)+2f(0.1)+2f(0.2) +...+2f(0.9)+ f(1)},

onde f(x) = Hl? é a funcdo do integrando. Os dados para realizar essa soma (com 5
algarismos significativos) sao:

0 | 0.0 | 1.0000
1 ]0.1]0.99010
2 10.210.96514
3 10.3]0.91743
4 1 0.4 0.86207
5 | 0.5 | 0.80000
6 | 0.6 | 0.73529
7 1070.67114
8 | 0.8 0.60976
9 0.9 0.55249
10 | 1.0 | 0.50000
Entao
F(O)+2f(0.1) 4+ 2f(0.2) +...+2f(0.9) + f(1) =~ 15.700 ,
logo

R4 X % x 15.700 = 3.1400 ,

valor & distancia de aproximadamente 1.6 x 10~3 do valor verdadeiro.

14.3 O Método de Simpson

Se notarmos bem, no Método dos Trapézios o que nds fizemos foi aproximar a funcao f, em
cada intervalo, por uma reta coincidente com a fung@o nos extremos. O Método de Simpson
¢ um melhoramento dessa estratégia, pois considera polinémios quadraticos como forma de
aproximar a fungao. Vejamos como ele funciona.

Como no Método dos Trapézios, a primeira coisa a fazer é dividir o intervalo de integracao
em intervalinhos, sé que agora em um nimero par de intervalos. Ou seja, denominar xy = a,
Ton, = b e escolher pontos intermedidrios

Aa=20<x1 <Tog<...< oy o< Top_1<Top,=~"0.
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Depois para cada ¢ = 0,...,n — 1 considerar os trés pontos xa;, T2;+1, T2,+2 € 0s valores
respectivos da fungéo avaliada nesses trés pontos: f(z2;), f(22i+1), f(22i+2). Para simplificar
a notagao, chamar esses valores de y2;, Y2i+1, Y2i+2-

Em seguida encontrar o tnico polinémio quadratico (isto é, de grau 2) p;(z) tal que

pi(ivm) = Y2 , Pi($2z‘+1) = Y2i+1 Pi($2i+2) = Y2i+2 ,

e usar esse polindmio p;(x) como aproximacao para a fun¢do no intervalo [za;, x2;12] (0
polinémio pode ser achado com qualquer um dos métodos descritos na Secao 1.5 ou no
Capitulo 12). Assim a integral
L2742
/ f(z)dx

24

L2442
/ pi(x)dx .
24

Finalmente, hé que se somar as aproximacoes obtidas em cada intervalo para se obter a

aproximagao de
b

Vejamos como fica o caso em que todos os intervalos da partigao tém o mesmo tamanho h.
Resultard dai uma férmula bastante elegante para a aproximagao da integral (parecida com
a férmula de integracao pelo Método dos Trapézios), conhecida como fédrmula de Simpson.

Em primeiro lugar, temos que desenvolver em detalhe o passo do procedimento que con-
siste em achar o polinémio interpolador pelos trés pontos (x2;, ¥2i), (T2i+1, Y2i+1) € (T2i+2, Y2i+2)-
Como nao estamos interessados no polinémio em si mas sim na sua integral definida no inter-
valo [x9;, To;12], serd mais simples trabalharmos no intervalo [—h, h], interpolando os pontos
(=h,y2:), (0,y2i+1) € (h, y2i+2) (fica ao leitor detalhista a tarefa de mostrar por que isso pode
ser realmente feito).

O polinémio interpolador p(x) = p;(z) pode ser calculado como no Capitulo 12, com o
auxilio dos polinomios de Lagrange:

é aproximada pela integral

_ e e=n o @ h)@—h) (@t h)z
T A T BT

P(w) = gy e — R)yas = 2z + )& — Wgaies +2(x + D)yaisa}

h

h h
Y {ygz/ x(x — h)dx — 2y9;41 / (x+ h)(x — h)dz + y2i+2/

—h —h

x(x + h)d:z:} .
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Fazemos entao uma a uma cada uma das trés integrais:

/h z(z — h)dx = /h (2 — ha)dx =

—h —h

A Al (h_3_<—h>3>_h(h_2_<—h>2>_
3, 2, 3 3 2 2
:g}ﬁ
3
Semelhantemente,
h h 4
/(x—i—h)(a:—h)d:c:/ z? — hidx = —=h?
_h _hn 3
e

4 2
/ (z + h)zdr = Zh? .
) 3

Com esses valores, voltamos a integral de p(x):
" h
/ p(z)de = g(yzi +4y2it1 + Y2it2) -
—h

Observe como, a semelhanga do Método dos Trapézios, essa formula facilita o computo
geral da aproximagao, mesmo com uma subdivisao em muitos intervalos. Se, como acima,
tivermos a partigdo do intervalo [a, b] em 2n intervalos, todos com tamanho h, entdo a soma
de todas as aproximagoes serd

h
3 {(yo +4y1 +y2) + (y2 +4ys +ya) + ... + (Yon—2 +4y2n—1 + ¥20)} ,

que é igual a
h
3 {yo +4y1 +2y2 +4ys + 2ys + . . . + 2y2n—2 + 4Y2n—1 + Y2n} -

Para exemplificar e comparar com o Método dos Trapézios, calculemos a mesma integral
1 - . . . . ,
fo 1Jr%dgc usando a mesma divisdo de intervalinhos (neste caso é possivel porque o nimero
de intervalos é par). Usaremos 9 algarismos significativos. Obtemos

2(y2 + ya + Y6 + ys) = 6.33731529

A(y1 +y3 +ys + yr +yo) = 15.7246294
de modo que
b 0.1
——dx ~ — (1.0000 + 6.33731529 + 15.7246294 + 0.50000) ,
0 1 + .IQ 3
ou seja,

1
= 4/ #d:v ~ 3.14159263 ,
0 1+I2

valor que difere de 7 por menos do que 3 x 1078, resultado bem melhor do que o obtido no
Método dos Trapézios.
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Capitulo 15

Estimativa do erro nos meétodos
de integracao

15.1 Foérmulas de erro e comparagao dos métodos

Aparentemente o Método de Simpson se revela melhor do que o Método dos Trapézios. Para
verificar melhor essa afirmacao, olhemos para a seguinte tabela, que mostra os cédlculos feitos
para se obter m com os dois métodos para os valores de h iguais a i, %, 1—16 e % Os calculos
foram feitos com o software Maple, usando-se 20 algarismos significativos. A primeira coluna
indica o nimero de intervalos da particao e a coluna seguinte o tamanho de cada intervalo da
particio. Na terceira e na quinta os valores de T'(h) e S(h), multiplicados por quatro (para
comparar com 7). Usaremos T'(h) para denotar a estimativa da integral fol H_%da: com o
Método dos Trapézios e S(h) a estimativa da mesma integral com o Método de Simpson. Na

quarta e na sexta estao as diferencas, em valor absoluto, entre os niimeros obtidos e o valor
m = 3.1415926535897932385 ,

fornecido pelo Maple com 20 algarismos significativos.

n | h | 4T(h) | [4T(h) — 7] 1S(h) [4S(h) — 7]
4 1/4 3.131 0.011 3.141569 2.4 x 107°
8| 1/8 | 3.1390 | 0.0026 314159250 | 1.5x 107

16 | 1/16 | 3.14094 0.00065 3.1415926512 | 2.4 x 107°
32| 1/32 | 3.14143 0.00016 3.141592653552 | 3.7 x 10~ 11

Na tabela podemos observar que o Método de Simpson nao s6 é mais eficiente (compare
na primeira linha, por exemplo), mas a cada vez que h é diminuido a sua eficdcia é propor-
cionalmente maior do que a do Método dos Trapézios. A cada vez que h é reduzido por 2, o
erro no Método dos Trapézios diminui aproximadamente 4 vezes, enquanto que no Método
de Simpson, neste exemplo, a redugéo é de pelo menos 64 vezes!!

Devotaremos o restante deste Capitulo & discussao da eficidcia dos dois métodos. Gos-
tarfamos de ter, por exemplo, uma estimativa maxima para o erro cometido na integracao de
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uma fungado f : [a,b] — R, dado o tamanho h dos intervalos da partigdo. Essa estimativa serd
chamada de E7, no caso do Método dos Trapézios, e Eg, no caso do Método de Simpson.
Tanto Er como Eg dependerdao de f, do tamanho total b — a do intervalo de integracao e
de h. No entanto, assumiremos f e o intervalo [a,b] como fixos, de forma que freqiiente-
mente exprimiremos apenas a dependéncia em relagao a h, dessas estimativas: Ep = Ep(h)
(§ ES = Es(h).

O significado de Ex(h) (e similarmente de Fg(h)) é o seguinte. Se calcularmos T'(h), entao
saberemos, com absoluta certeza, que o valor correto da integral estd entre T'(h) — Er(h) e
T(h) + Er(h). E claro que essa interpretacdo nao leva em conta os erros de arredondamento
cometidos nos cdlculos, devidos a limitagdo no nimero de algarismos significativos. Por
outro lado, o conhecimento prévio do erro inerente ao processo permite avaliar com quantos
algarismos significativos deve ser feita a integragao.

Além disso é importante salientar que Er(h) (e similarmente Fg(h)) ndo mede a real
diferenga entre o valor obtido T'(h) e o valor verdadeiro. Essa diferenga é, com certeza,
apenas menor do que Ep(h). Por exemplo, na determinacdo de 7 que fizemos acima, o
célculo de Ex(h) e Eg(h), de acordo com as férmulas que discutiremos abaixo, leva a valores
muito maiores do que a real diferenca entre os valores de T'(h) e S(h) e o valor verdadeiro.
Pode-se dizer entao que a previsao de erro foi bastante pessimista. Em outros casos, porém,
ela pode acabar sendo realista, e isso vai depender muito da fung¢ao integranda.

Na Segdo seguinte nos preocuparemos em calcular Er(h) e Eg(h). Usaremos trés abor-
dagens diferentes para o problema, obtendo ao final resultados similares, e adotaremos, na
prética, aquelas que julgaremos ser as melhores estimativas. Os resultados estao expostos na
tabela abaixo.

1@ 22 3
Er(h) | £ max|f"]-[b— a|h? 1—12max|f'_’| |6 —alh? %max|f.”| -|b— alh?
Eg(h) | 3y max |f"]-|b—alh® | 45 max|f)]-[b—alh* | & max|f®)]-[b—a|h?

Para entendermos melhor o significado desta tabela, percebemos primeiro que todas as
férmulas sdo do tipo ChP, com 3 igual a 2, 3 ou 4. Nas constantes, estd presente o maximo
valor absoluto de certas derivadas de f, médximo que deve ser avaliado dentro do intervalo
[a, b].

Quem serd menor, Coh?, C3h3 ou C4h*? Ou colocando em niimeros, a titulo de exemplo,
quem é menor, 1000~* ou 0.2h2?

Evidentemente nao ha resposta a essa pergunta, pois se h = 0.5, por exemplo, entao
1000h* = 62.5, que é (bem) maior do que 0.2h? = 0.05, mas por outro lado se h = 0.01
entdo 1000h* = 1072, menor do que 0.2h% = 2 x 10~°. Na verdade, mesmo que 1000h* seja
maior do que 0.2h?, para certos valores de h, isso nunca vai acontecer se h for suficientemente
pequeno, pois

1000h*

oo = 5000h% — 0

quando h tende a zero. O limite indica mais ainda do que isso: a razdo entre 1000h* e 0.2h2
é tanto menor quanto menor for h. Se, por exemplo, quisermos que 1000h* seja 100 vezes
menor do que 0.2h2, entdo basta tomar h menor do que 0.0014 (truncamento de 500000~ 1/2).
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Nesta linha de raciocinio, quando h tende a ser pequeno, as melhores estimativas tendem
a ser aquelas que tém mais alta poténcia de h. Sao melhores nesse sentido, portanto, as
estimativas do Método de Simpson, e dentre elas a segunda, pois, dentre as duas com h*, é
aquela com menor constante multiplicativa:

1 ,
Eg(h) = — max |f)| - |b— alh* .
5(h) = 5 max | F] b —af
As trés estimativas para o Método dos Trapézios sao da mesma ordem (h?), sendo a terceira
um pouco pior do que as outras duas, por apresentar constante multiplicativa maior. Entao

1
Er(h) = 15 max If"] - |b—alh? .

Essas duas estimativas sao as que iremos adotar nas aplicagoes praticas.

15.2 Aplicacao das formulas de erro

Nesta Secao aplicaremos as férmulas de erro no célculo de

2
1n2:/ ld:c.
1 x

Suponha que queiramos calcular In 2 com precisdo de 5 x 107°, ou seja queremos que o valor
correto esteja a menos de 5 x 107° do valor estimado. Usaremos as férmulas de erro para
determinar em quanto devemos fixar h para obter estimativas com essa precisao.

Examinemos primeiramente o Método dos Trapézios. Sua férmula de erro envolve |b— al,
que é igual a 1, e o maior valor absoluto da derivada segunda de f nesse intervalo. Ora, como
f(z) =2, entdo f'(z) = —2 e f"(z) = 3. Logo f”(z) é uma fungdo positiva e decrescente
no intervalo considerado, atingindo seu méximo necessariamente em z = 1. O valor desse
méximo é f”(1) = 2. Assim sendo, a férmula de erro fica

h2
i
Essa férmula representa o erro maximo da estimativa. Portanto, se quisermos garantir

que o erro da estimativa seja menor do que 5 x 107°, basta garantir que Er(h) seja menor
do que esse valor, isto é, gostariamos de escolher h de tal forma que

Er(h)

h2
— <5x1075.
6 <o X

Isto é o mesmo que pedir
h < /30 x10-%=0.01732...

Até agora, a conclusdo é que qualquer valor de h menor do que 0.01732... servird para
obter a estimativa com a precisdo desejada, usando-se o Método dos Trapézios. Acontece
que h também deve ser tal que o comprimento total do intervalo seja um multiplo inteiro de
h. Ou seja, devemos ter
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Comob—a=1eh<0.01732... entao
b—a 1 1

n—= — = —

h R oorae. . 0T

implicando que n deve ser maior ou igual a 58. Entao precisamos dividir o intervalo [1,2] em
no minimo 58 intervalinhos para conseguir a estimativa desejada, com a precisdo requerida!

E o Método de Simpson, serd que é mais vantajoso neste exemplo? Serd que com me-
nos intervalos na partigdo conseguiremos garantir a mesma precisdao? Agora temos que nos
concentrar na férmula de Es(h), que depende do méximo valor absoluto da quarta derivada,

entre 1 e 2. Como f”(z) = &, temos f"(z) = =% e ") (z) = 22, Essa funcdo é positiva
e decrescente em [1, 2] de forma que seu méximo é atingido em = = 1 e é igual a 24. Entao
24 2
Eg(h) = —h'= —n"
s = T5" = 15

Como queremos Eg(h) <5 x 107°, basta tomar h tal que
2
—h'<5x107°
15 <oX ,

isto é,

1
15 - 1
h<< 525 ><105> =0.139... .

Entao o nimero n de intervalos da particao serd maior do que

1 —
0.139...

Aqui deve-se prestar uma atencao a mais: no Método de Simpson o numero de intervalos
deve ser par. Portanto n = 8 ja é uma boa escolha!

Como o Método de Simpson se revela consideravelmente menos trabalhoso para se obter,
garantidamente, a precisao desejada, fagamos os calculos correspondentes. Mas antes teremos
que determinar o nimero de algarismos significativos ou de casas decimais envolvidos. Na
verdade, como se trata de delimitar um erro absoluto, é melhor considerar fixo o nimero de
casas decimais.

Observe que o erro em cada arredondamento de f(z;) é de, no maximo, 0.5 x 10~ onde
N é o numero de casas decimais utilizadas. Usando N casas decimais, a soma

f(xo) +4f(w1) +2f(x2) +4f(23) + 2f (w4) + 4f (x5) + 2f (w6) + 4f (x7) + f(w8)

acumulard no maximo 20 vezes esse valor (20 é a soma dos coeficientes dos f(x;)’s). O erro

acumulado serd, no maximo, 10 x 10~ ou seja, da ordem da casa decimal anterior. Acontece

. . T h s - 1 ‘s
que depois essa soma serd multiplicada por 7, que ¢ igual a 57, de forma que o erro maximo

por arredondamento no valor final ficard menor do que 0.5 x 10~ (por exemplo, se usarmos
5 casas decimais o arredondamento provocard erro de no maximo 0.5 x 107°). Pela férmula

de Simpson, a adogao de n = 8 nos leva a um erro maximo

7.18...

2 /1\"
Es(h) = G (g) ~3.26 x 1075,
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de forma que um erro adicional de 10~° por arredondamento nio nos tirard da margem
previamente delimitada de 5 x 107°. O que nos faz concluir que o uso de 5 casas decimais é
suficiente para os calculos.

Entao vamos a eles! A tabela abaixo mostra os valores de f nos pontos da particao,
arredondados para 5 casas decimais.

i|ow f(@i)

0| 1.000 | 1.00000
1| 1.125 | 0.88889
2 | 1.250 | 0.80000
3| 1.375 | 0.72727
41 1.500 | 0.66667
51 1.625 | 0.61538
6| 1.750 | 0.57143
71 1.875 ] 0.53333
8 | 2.000 | 0.50000

Obtemos ) )
S(g) =51 x 16.63568 = 0.69315 ,

que difere do valor verdadeiro por menos do que 107°, dentro, portanto e com folga, da

precisao pedida.
2 =x
e
/ —dzx
1 x

€ mator ou menor do que 37 Justifique sua resposta e dé uma estimativa para a integral.

Exercicio 15.1 A integral

Exercicio 15.2 Investigue, de maneira geral, como deve se dar a escolha do nimero de
casas decimais dos cdlculos do Método dos Trapézios e do Método de Simpson, baseado no
que foi feito no exemplo acima, e levando em conta a precisao que se quer atingir no resultado
final. Proponha uma “receita” para essa escolha.

Exercicio 15.3 Determine uma férmula para S(%) em fungdo de T'(h) e T(%).

Exercicio 15.4 Procure integrar numericamente funcoes cujas primitivas sejam conhecidas,
de forma a comparar os resultados obtidos com os valores exatos. FExamine a integra¢ao
‘. ~ . a2 . . L

numérica da fung¢ao Gaussiana e~* , largamente utilizada em Probabilidade e Estatistica.

Exercicio 15.5 Considere a funcdo Inz = flx %dt. O objetivo deste exercicio € ver que o
numero e pode ser obtido através da solucdo numérica da equacao Inx = 1, usando o Método
de Newton e calculando logaritmos somente através da definicao.

1. Determine a func¢do de iteragio ¢ do Método de Newton, que resolve esta equagao
numericamente.

2. Determine o erro mdximo de se calcular Inz, para 1 < x < 3, usando o Método de
Simpson com 8 intervalos.
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3. Tome xg = 3 e calcule ©1 = p(xg) (use 4 casas decimais para os valores de %, e 8
intervalos para a integragdo).

4. Calcule zo = @(x1), com 4 casas decimais e 8 intervalos.

5. Discuta uma estratégia que vocé adotaria para mostrar que e estd, com certeza, no
intervalo [2.716,2.720].

. , L . a2 o
Exercicio 15.6 Usando o método de minimos quadrados, aproxime e~ por um polindémio

de grau 4 mo intervalo [—1,1]. Para isso, use a familia de polinémios ortogonais (nesse
intervalo) go(z) = 1, g1(x) = x, ga(x) = 2% — %, gs(x) = 2% — L&, gu(a) = 2* — Sa? 4 2,
sabendo que < go,go >=2, < g1,91 >= 3, < g2,92 >= 15, < g3,93 >= 195, < g4,04 >=
1}335. Observe que serd preciso calcular a integral gaussiana. Outras integrais ou serao
nulas (porque o integrando € fmpar) ou podem ser reduzidas, por sucessivas integragoes por
partes, a integral gaussiana. Fstime os valores numéricos usando uma aproximagao para essa

integral.

Exercicio 15.7 Considere a equagio f(z) = [; e=tdt —1=0.

1. Defina a fungdo de iterag¢do ¢ do Método de Newton para resolver a equag¢ao.

2. Com xg =1, obtenha 1 = p(xp).



Capitulo 16

Obtencao das formulas de erro

Como dissemos no Capitulo anterior, dedicaremos este Capitulo para a obtencao das férmulas
de erro mencionadas. Seguiremos trés abordagens, com a finalidade de propor diferentes
visoes de como se pode estimar a integral da diferenga entre a funcao verdadeira e o polinémio
interpolador que a substitui. O leitor reconhecera que a primeira abordagem ¢é a continuacao
natural das estimativas do erro de interpolacao obtidas no Capitulo 11.

Todas as férmulas de erro mencionadas pressupoem que os intervalos da particao sejam de
igual tamanho. Poderiamos, evidentemente, determinar férmulas mais gerais que levassem
em conta um espagamento irregular, mas sem duvida isso seria um pouco menos interessante.
As idéias da primeira abordagem, por exemplo, podem ser seguidas no caso geral, se isso for
da necessidade do leitor, mas deve-se atentar para o fato de que as férmulas de erro nao serao
tao boas quanto as outras.

Em todas as abordagens, a férmula de erro é obtida primeiro para uma unidade bdsica.
No Método dos Trapézios, a unidade bdsica é um intervalo [x;, z;4+1], de tamanho h. Para
cada intervalo obtém-se uma férmula er(h), e como o nimero de intervalos é igual a n entéo

ET(h) = neT(h) .

Acontece que n também é o tamanho total do intervalo de integracao dividido por h, de

forma que

— a|
A eT(h) .

Por exemplo, na primeira e na segunda abordagens obteremos

Br(hy =

1
er(h) = Emaux|f”|h3 ,

logo

b —al
12
Observe que também ha uma perda em relacao a constante multiplicativa, pois na férmula
de er(h) o maximo valor absoluto da segunda derivada é obtido dentro da unidade bésica,
enquanto que na férmula de Ep(h) trata-se do mdximo ao longo de todo o intervalo de
integragao.

Er(h) max | f”|h? .

167
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J4 no Método de Simpson, a unidade basica é um intervalo da forma [z2;, Z2; 2], que tem
tamanho 2h. Em cada intervalo desses troca-se f por um polinémio quadratico e examina-se
a diferenca produzida na integracao. A férmula de erro para a unidade serd denotada por

es(h). Como sdo n unidades bésicas e 2n = @, resulta que

b—a
::| o |€S(h)-

As férmulas de erro das unidades bdsicas (de acordo com a abordagem) estao contidas na
tabela abaixo.

Eg(h) = nes(h)

12

20 a

eT(h)

12

11nax|f”|-h3

12

11nax|f”|~h3

es(h) | & max|f”]-h* | & max|fO)]-h®
Finalmente, vale notar que, via uma mudanga de coordenadas, os intervalos [x;, z;41] do
Método dos Trapézios podem ser tomados como sendo [0, k], e as unidades [za;, 22;42] do
Método de Simpson podem ser tomados como sendo [—h, h].
No Método dos Trapézios, definimos p(x) como o polinémio interpolador de grau 1 por
(0, £(0)) e (h, f(h)), e procuramos limitar a diferenga

A(h) = / (f(2) - plx)) dz .

em valor absoluto, por er(h).
No Método de Simpson, definimos p(x) como sendo o polindémio quadrético por (—h, f(—h)),
(0, £(0)) e (h, f(h)), e procuramos limitar a diferenga

em valor absoluto, por eg(h).

16.1 Primeira Abordagem - Método dos Trapézios

Mostraremos que |A(h)| < 5 max|f”| - h? (vide tabela acima).
De acordo com o exposto no Capitulo 11, a diferenca

f(@) —p(z)
pode ser limitada, em [0, k], da seguinte forma:
—cx(h — ) < f(z) — p(z) < ca(h — ),
onde

o 1 "
=l

Entao, pela definicdo de A(h), temos
h 3
|[A(R)] < c/ x(h —x)dx = cE
0

e segue o que queriamos demonstrar.
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16.2 Primeira Abordagem - Método de Simpson

Mostraremos que |A(h)| < 15 max|f”| - h*.

De acordo com o Capitulo 11, |f(z) — p(x)| < c|q(z)| , onde g(z) = (z + h)x(h — z) e
C = % max[_h)h] |fm| .

Entao

h
MMMSgKJA@WW

Como ¢ é funcdo fmpar, |¢q| é fungao par, de forma que

h
MWNS%AIWMM-

Além disso, em [0, h] a fungdo ¢ é positiva, e portanto s6 precisamos obter a integral
4

h h
/0 (x + h)x(h — x)dx = T

Logo
c

INGIESTAS

de onde segue o que queriamos demonstrar.

16.3 Segunda Abordagem - Método dos Trapézios

1 3
Iremos mostrar que [A(h)| < 15 max|f"[ - h°. )
ueremos avaliar o erro de se aproximar a integra x)dz pela drea do trapézio
li d proxi integral | dx pela & do trapézi
h

% (f(0) + f(h)). Para isso, consideraremos h como variavel e estimaremos o erro A(h) em
funcao dessa variavel. Temos

h h
A = [ flads =5 (50)+ £0)
Se P for uma primitiva de f (isto é, P'(z) = f(x)), entao

A(h) = P(h) — P(0) ~ & (F(0) + (1)) -

Observamos entao que A(0) = 0, o que era de se esperar, pois nenhum erro é cometido se h é
nulo. Se pudermos limitar a derivada de A(h) entao limitaremos seu crescimento, em funcao
do tamanho de h. Temos

AR = PR~ 5 (F0) + F() — 5 £/(h)

Como P’ = f, entao
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Notamos também que A’(0) = 0, o que nos sugere derivar ainda mais uma vez, para delimitar
o crescimento de A’:

A(R) = 27 (h).
Entao B
IIOIEYeLY
onde
C =max |f"] .

[0,h]

Com o crescimento controlado de A”; voltamos a integrar:

A'(h) = A'(0) +/0h A" (t)dt = /Oh A (t)dt .

Logo
h h t h2
A(B) g/ A" (8)|dt < c/ Lop— o

Integrando mais uma vez,

htz 1 h3
A(h)| < —dt = R
AW <C | = (max]|f"]) - 35

Como queriamos demonstrar!

16.4 Segunda Abordagem - Método de Simpson

Queremos mostrar que |A(h)| < % max |f(iv)| BB,
Temos que avaliar

h
A = [ fahde = 5 (1(=h)+450)+ (1)

Os passos sao semelhantes aqueles do Método dos Trapézios, mas agora temos que derivar e
integrar uma vez a mais. Derivando trés vezes chegamos a

A”/(h) _ _ﬁ

3 (f///(h) _ f/l/(_h)) ,
com A(0) = A’(0) = A”(0) = 0. Pelo Teorema do Valor Médio, existe & = £(h) no intervalo
[—h, +h] tal que .
[ (h) = " (=h) = fO(€) - 2k .
Portanto, se
— (i)
=m0

entao 2
2
|A"(h)| < CT )



16.5. TERCEIRA ABORDAGEM - METODO DOS TRAPEZIOS 171

e, por integragoes sucessivas,

3

Ay < 0%,
h4

A(h) < 0%
INDIEyeLS
h5

A(h —
INDIEyeLs

16.5 Terceira Abordagem - Método dos Trapézios

Obteremos |A(h)| < & max|f”| - h3.

Nesta abordagem do célculo de erro, levamos em conta a expansao em Taylor da funcao
f (vide Apéndice C. O método é um pouco mais intuitivo que os anteriores, mas produz
resultados um pouco piores (ndo na ordem de h, mas nas constantes multiplicativas).

Como na Segunda Abordagem, olhamos para

h h
m= [ s =510+ 500
A fungdo f se escreve como

f(@) = f(0)+ f'(0)x + R(z) ,

onde )
[Rx)| < max ||
Ja que f'(0)h = fo 0)dz, temos
am = [ s dx+’;[f<o>—f< )
= / 70 :Cd:v——[ — / R(z
- f(O)g—g[f(h)—f(O)]Jr [ Ry
2 h
= PO - 5O+ RO+ [ Reds

h
— —gR(h)—l—/O R(zx)dx .

Usando a estimativa em |R(x)|, concluimos que

5h3
AR)] < max| |5
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16.6 Terceira Abordagem - Método de Simpson

Iremos mostrar que A(h) < 2 max | ()| . b5,
Em primeiro lugar, observaremos que o Método de Simpson, aplicado em pares de inter-
valos iguais, é exato para polindmios cibicos.

Sem perda de generalidade, suponha que queiramos integrar
g(x) = az® + bx® + cx +d
em [—h, h]. O Método de Simpson nos dé a aproximagao

h
3 (9(=h) +49(0) + g(h)) -
Mas

g(—=h) + g(h) = 2bh* 4 2d .
Além disso, g(0) = d, logo

2 (gl-h) + 49(0) + 9()) = 20 (" +d)

Por outro lado, vemos que esse é exatamente o valor da integral, pois
h 4 3 2
x x x
/ (az® + bx? + cx + d)dx = a=|", +b=|", + =", +da",, .
n 4 3 2
O primeiro e o terceiro termos sao nulos, logo a integral vale
3

2b% +2dh,

que é o mesmo valor dado pelo Método de Simpson.
Agora consideremos uma funcao f suficientemente diferencidvel. Ela pode ser escrita
como seu polinémio de Taylor de ordem 3 mais um resto R(z):

f0) 5 ["0) 3

f(@) = fO) + f1(0)z + =a” + —5—a" + R(z) ,
onde R(x)
X
—3 —0

quando z — 0. Chamaremos de p3 o polinomio de Taylor, de forma que

f(@) —ps(z) = R(z) .

Adiante teremos uma férmula mais explicita para esse resto, que permitird qualificar as
constantes envolvidas.

Queremos avaliar o erro cometido pelo Método de Simpson para integrar ffh f(x)dx, isto
é, olharemos para a diferenca

h
A = [ fahde = 5 (1(=h)+450)+ (1)
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Sabendo que o Método de Simpson é exato para grau trés, temos
h h
[ patadde = 5 a(=h) +4ms(0) (b))

logo, lembrando que p3(0) = f(0) e que f(z) — p3(z) = R(z),

Usaremos a seguinte estimativa para o resto:
| R ()| <InaXIf(“’)I

[0,z 417
‘/ R(z)dx

de forma que

2h
< max |f =T

5! 3-4!

2R 2R oy 2h°
[A(R)] < max |f(w)|< "'—) :[151&>}§1|f(1v)|4_5,

[—h.h]
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Parte VI

Equacoes Diferenciais
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Capitulo 17

Breve introducao as equacoes
diferenciais

17.1 Introducao

Uma equacao diferencial de uma varidvel real é uma equacao em que a incégnita é uma
funcgao real z : [a,b] — R. Esta equagdo coloca em relagao a fungio e sua derivada.

O tipo mais simples de equagao diferencial é o problema de achar uma primitiva de uma
dada funcao. Por exemplo,

()= f(t), Vt €la,b],

significa que a derivada da fungdo z(t) é igual a f(t) para todo t entre a e b. Em outras
palavras, a funcéo x(t) é uma primitiva da funcao f(t). Na notacdo de Leibniz, escrevemos

() = /f(t)dt +C,

indicando que todas as primitivas de f diferem por uma constante. Mais precisamente, se
Fy e F5 sao primitivas de f entao existe uma constante C, que depende é claro de F; e Fb,
tal que Fy(t) — Fy(t) = C para todo ¢ € I. Uma primitiva em particular pode ser dada pela
integral indefinida

¢
Bt)= [ f(s)ds,
to
para um determinado to € [a, b]. Neste caso, F(tg) = 0.

Se adicionarmos & equagdo diferencial 2/(t) = f(¢) a exigéncia de que x(ty) = xo, entdo
fica determinada a wnica primitiva que é solugao desse problema:

x(t)=xz0+ | f(s)ds.
to

Essa exigéncia extra é conhecida como um problema de valor inicial.

177
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Em geral as equagoes diferenciais nao se resumem tao simplesmente a um problema de
integracao. Por exemplo, a derivada de x(t) pode depender de z(t), como na seguinte equagao:

Zt)=z(t), teR.
E fécil verificar que z(t) = e é solugio. Ela nao ¢ a tnica, pois z(t) = ce! também &
solucao da equagao diferencial para todo ¢ € R. No entanto, se impusermos o problema
de valor inicial z(to) = z¢ e supusermos z(t) = ce’, entdo a constante ¢ fica univocamente
determinada por
2o = a(to) = ce® ,
donde

z(t) = moet " .
Ao contrario do exemplo anterior, ndo é claro ainda neste ponto que x(t) seja a tinica solugéo
da equagao diferencial «/(t) = x(¢) satisfazendo o problema de valor inicial x(tg) = zo, pois
a principio poderia haver uma solugao que nao fosse da forma z(t) = ce!. De fato veremos
que esse nao é o caso, pelo menos para essa equagao (vide Subsegao 17.3.2).

De modo geral, uma equagao diferencial é colocada assim: a derivada de z(t) depende de
t e de z(t), isto é,

a'(t) = f(t z(t))

onde f aqui denota uma fungao de duas varidveis (ndo nos preocuparemos por enquanto com
o dominio da fungdo f). Na notacdo compacta escreve-se

¥ = f(t,x),

ficando implicito o argumento das fungoes = e z’. Por exemplo, 2’ = t?sen(tz) significa
2/ (t) = t? sen(tx(t)). As fungoes z(t) que verificam a’(t) = f(t,z(t)) sdo chamadas solucdes
da equacao diferencial.

Além disso, como nos dois exemplos acima, pode-se colocar o problema de valor inicial
x(tp) = xg. O problema de achar z(t) tal que

{ r = f(t,z)
LL‘(tQ) = X9

é comumente conhecido como problema de Cauchy.

Dizemos que uma equacao diferencial é auténoma quando f sé depende de =z, isto é
f(t,z) = X(z) (na medida do possivel usaremos a letra f para as equagdes nao auténomas
e X para as autonomas, por questoes de tradi¢ao).

Pensando no caso autonomo, suponha que ja conhegamos uma solugao para o problema
de Cauchy 2’ = X (z), 2(0) = xo. Seja Z(t) essa solucao, isto é &' (t) = X (Z(t)) e £(0) = xo.
Entao é facil ver que z(t) = Z(t—to) é solugdo do problema de Cauchy o’ = X (), z(to) = 0.
Em outras palavras, no caso de equagbes autonomas basta estudar o problema de Cauchy
com ty = 0.

Além das equagdes auténomas, temos também as equagdes separdveis, onde f(t,xz) é o
produto de uma funcao que s6 depende de ¢t por uma funcao que s6 depende de x:

ftz) = g(t)X () .
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Veremos adiante que equagbes autonomas e separaveis sao facilmente soluveis, a menos
de integracoes e inversoes, isto é, podemos escrever suas solucoes em termos de inversas de
primitivas de funcGes elementares, mas eventualmente essas solugdes nao podem ser obtidas
explicitamente.

17.2 Solugao de equagoes auténomas e separaveis

Em primeiro lugar observamos que, de algum modo, equagoes autonomas representam um
caso particular das equagoes separaveis. Pois uma equagio auténoma & = X (z) também se
escreve como & = g(t) X (x), se tomarmos g(t) = 1.

Para discutir as solugoes de @ = g(t)X (z), observamos primeiramente que se X (z*) =0
entao z(t) = x* é solugdo, pois (t) =0 e g(¢t) X (x(t)) = g(t) X (z*) = 0. Um ponto z* dessa
forma é chamado de singularidade da equacao.

Esté fora do escopo destas notas, mas com condigdes razodveis sobre g e X (por exemplo,
g continua e X diferencidvel e com derivada continua), pode-se mostrar que se x(t) = z*
para algum instante ¢ entdo z(t) = z*. Em outras palavras, ndo hd como uma solugéo x(t)
chegar e sair de uma singularidade.

Na verdade, sob essas mesmas hipéteses é possivel mostrar que duas solugoes quaisquer
x(t) e Z(t) ou sado idénticas (z(t) = &(t), para todo t) ou nunca se cruzam (z(t) # Z(t), para
todo t).

Fora das singularidades, podemos encontrar a solucao da seguinte maneira. Primeiro
escrevemos a equacao com a variavel ¢ explicitada:

@(t) = g(t) X (x(t)) -

O instante inicial é g, e gostariamos de saber z(t) se z(ty) = zo (problema de Cauchy).
Como estamos supondo que z(t) ndo passa por singularidade, entdo X (z(t)) ndo se anula, e
podemos dividir os dois lados da equacao por X (z(t)), e integrar de tg a t:

/tt m“@ds = /t:g(s)ds.

No lado esquerdo fazemos a substituicdo u = z(s), de forma que du = &(s)ds. Entao

I(t) 1 t ( )
——du = / g(s)ds .
'X(u) to

Zo

A partir daf podemos, em teoria, encontrar z(t), mas sua expressao explicita dependerd
de podermos cumprir certas etapas. Por exemplo, se acharmos uma primitiva F para + e

X
uma primitiva G para g, entao a equagao ficara
F(z(t)) = F(zo) + G(t) — G(to) -

Se, além disso, conseguirmos achar a inversa de F' (pelo menos numa regiao delimitada entre
duas singularidades isso em tese é possivel, pois F/ = % nao troca de sinal, mas achar uma

X
expressao explicita é outra coisal), teremos

z(t) = F~ 1 (F(wo) + G(t) — G(to)) -



180 CAPITULO 17. BREVE INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

17.3 Alguns exemplos

Nesta Secao examinaremos alguns exemplos de equagoes diferenciais que surgem da modela-
gem de problemas do “mundo real”, e discutiremos sua solucao.

17.3.1 Naftalinas

Na Subsecao 4.3.3 abordamos a perda de material de uma bolinha de naftalina em funcgao
do tempo, e chegamos & conclusao de que seu raio r(t) obedece & equacao

7(t) = —a,

onde (§ é uma constante positiva.
Podemos dizer que a equagao é auténoma, mas é muito mais do que isso. Ela diz que r(t)
é uma funcao de derivada constante negativa, ou seja, é uma funcao afim. Portanto

r(t) =ro —at,

onde rg = r(0). Este caso ndo passa de uma simples primitivizagao.

17.3.2 Crescimento populacional a taxas constantes

Se tomarmos ¢ como sendo o tempo, e z(t) como sendo a populagao de determinada espécie no
instante ¢, podemos, por aproximacao, supor que z(t) varia continuamente (hipdtese razodvel
se a populagdo é grande). A taxa de variagao da populacdo é medida percentualmente, isto
é, mede-se o incremento (ou decrescimento) z(t + h) — z(t), do instante ¢ para o instante
t + h, e divide-se pela populagao que havia no instante t:

xz(t+ h) — z(¢)
x(t) '

Mesmo assim, esse valor é muito dependente do tempo h decorrido entre os dois instantes,
sendo muito mais razoavel, portanto, dividir tudo por h. Fazendo depois o limite quando h

tende a zero, ficamos com

' (t)
t) =

‘= m

onde a(t) indica a taxa de crescimento instantdneo no instante .
A hipé6tese Malthusiana de crescimento é que «(t) seja constante, isto é, a(t) = «, o que
leva & equacao

2 (t) = ax(t) .

Podemos deduzir a solucdo, sem apelar para “chutes”. A tnica singularidade da equagao
é z* = 0, e queremos achar as solucoes que nao passam pelo zero. Entao

z(t) |
—du=oa(t -t
LO w u a( 0) )

portanto
log z(t) = logxo + a(t — to)



17.3. ALGUNS EXEMPLOS 181

e, exponenciando os dois lados,
Ot(t—t())

z(t) = xoe

Um modelo como este se presta também a modelagem do decaimento radioativo, onde a

taxa de decaimento de uma amostra de um isétopo é proporcional a quantidade desse mesmo
isotopo.

17.3.3 Para-quedista

Além do crescimento populacional e do decaimento radioativo, equagoes do tipo & = ax
explicam o comportamento da velocidade do pdra-quedista. Se v(t) é velocidade do péra-
quedista (supondo positiva se estiver indo de cima para baixo), entdo v(t) é a aceleragéo, e
pela Segunda Lei de Newton vale

mo(t) = mg — av(t) ,

onde o termo awv(t) corresponde & forga de resisténcia exercida em sentido contrério ao do
movimento e de intensidade proporcional a velocidade. Isso d4 uma equagao auténoma em
v(t).

A velocidade de equilibrio v* é definida como sendo aquela para a qual a resultante de
forgas ¢ nula, portanto v* = =£. Se definirmos w(t) = v(t) — v* (ou seja, a diferenga entre a
velocidade e a velocidade de equilibrio, em cada instante), teremos

mw(t) = mo(t) = mg — av(t) = av™ — aw(t) = —aw(t) .

Como = = £ entdo
w(t) = woe”
se wo = w(0).
A equagao também poderia ser resolvida diretamente, pela integracao

v(t)
/ — " _w=t,
v Mg —av

seguindo o método sugerido para equagoes autonomas e separaveis.

17.3.4 Crescimento populacional com restricoes de espago

Um modelo ligeiramente mais realista do que o proposto na Subsegao 17.3.2 levaria em conta
a limitacao de espago e alimento que uma populacao enfrenta quando se torna muito grande.
Esse modelo preveria que: (i) se a populagao for muito grande, a taxa de crescimento «(t)
deveria ser negativa, e tanto mais negativa quanto maior for a populacao; (ii) se a populagao
for muito pequena, a taxa de crescimento deveria ser positiva, e tanto mais positiva quanto
menor for a populagao (respeitando é claro a velocidade de reproducao méxima da espécie).

Nesse modelo, portanto, a(t) dependeria exclusivamente da populacdo, sendo mais justo
escrever
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A fungéo h(z) assumiria um valor positivo em z = 0, correspondente a uma taxa de cresci-
mento ideal da populagao, sem limitacao fisica alguma. Essa taxa decresceria continuamente
com o aumento de x, ao ponto de se tornar negativa para x grande.

Por exemplo, h(xz) = a — bx, com a e b positivos, satisfaz a essas exigéncias. Neste caso,
teriamos a equacao diferencial

2/(t) = a(t) (a — ba(t))

ou, em notacao compacta,
¥ =x(a—bx).

Poderiamos resolver explicitamente esta equacao, mas achamos que ela se presta muito
mais a um exame qualitativo, do qual iremos falar na préxima Secao.

17.3.5 Catenaria

Ja falamos mais de uma vez sobre a catendria, mas em nenhum momento justificamos por-
que uma corda (ou corrente) pendurada por dois pontos assume o formato de um cosseno
hiperbdlico.

A deducao mais razodvel passa por uma equagao diferencial. Vejamos.

Em primeiro lugar, chamaremos de t a coordenada hori-
zontal e de x a coordenada vertical no plano da corda, para
manter a notagao que usamos até este ponto da exposicao.
E comum o emprego de y e x para essas varidveis, de forma
que a equacao diferencial se escreva como y' = f(z,y), mas
nao o faremos para evitar confusdo. A origem das coorde-
nadas serd colocada sobre o ponto de minimo da corda. t

Como estamos modelando uma corda parada, temos um equilibrio de forcas sobre a
corda, que podemos investigar. As forcas existem realmente, porque hd o peso da corda
agindo verticalmente e as forcas de tensao para contrabalancar.

Faremos a andlise desse equilibrio de forgas sobre um segmento da corda, entre o ponto
(0,0) e um ponto arbitrario (¢,z(t)) da corda, onde z(t) indica a func¢do cujo gréfico coincide
com seu formato.

Para se obter a forca peso agindo sobre esse pedago, é preciso calcular seu comprimento
e multiplicar pela densidade linear da corda (que suporemos constante e igual a um certo
ntmero 6). O comprimento {(t) do grafico de z(¢) entre 0 e ¢t é dado pela integral

l(t)_/o V14 12'(s)%ds .

As forgas de tens@o agem no segmento tangencialmente a corda. Estando ja equilibradas
localmente no interior do segmento, restam as forgas nos extremos. Em (0,0) é uma forga
horizontal, de intensidade fo desconhecida. Em (¢,z(t)) é uma forca de intensidade f(t)
desconhecida, inclinada com angulo 6§ = 6(¢) cuja tangente ¢é igual a z’(t).
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Do equilibrio de forgas horizontal obtém-se

fo = F(t)cos

e do equilibrio vertical
dgl(t) = f(t)send .

Dividindo a segunda equagao pela primeira ficamos com

g
tanf = —=[(¢) .
7o
J4& sabemos que tanf = 2/(t) e que I(t) é dado por uma integral. Derivando ambos os lados
obtemos
2 (t) = /1 + 2/ (8)?,
g

onde ¢ = 7. Essa é uma equagao autdénoma onde a funcdo incégnita é x’(t).

E fécil ver que 2/(t) = senh(ct) é solucdo. Pois derivando mais uma vez obteremos
a2’ (t) = ccosh(ct) e, por outro lado,

\/1 + senh?(ct) = \/coshQ(ct) = cosh(ct) .

Além disso, z’'(t) = senh(ct) verifica 2/(0) = 0, isto é, a inclinagdo da corda é zero no ponto
de minimo.
Agora basta integrar z’(t) para obter z(t). Como z(0) = 0 entao

x(t) = % (cosh(ct) — 1) .

17.3.6 Escoamento de um copo furado

Neste exemplo, imagine um copo cheio d’dgua, com um buraco no fundo, por onde a dgua
escoa. Suponha que no instante ¢ = 0 a altura do nivel da dgua seja igual a hg. Como evolui
com o tempo o nivel h da dgua? Em quanto tempo o copo se esvaziara completamente?
Se o copo tem um formato diferente, por exemplo, seu raio aumenta ou diminui conforme a
altura, como se comporta a funcao h(t)?

Com algum grau de empirismo, é possivel modelar o problema através de uma equagao
diferencial.

O dado empirico refere-se & taxa de saida de dgua pelo buraco, medida em volume por
unidade de tempo. Espera-se primeiramente que ela seja proporcional a area do buraco
(a qual chamaremos de ap), mas nao, a principio, da sua forma. Também nao se espera,
em primeira aproximagao, que ela dependa do formato do copo. Por outro lado, ela deve
ser proporcional a velocidade da agua que sai do buraco. FKEssa sua velocidade, por sua
vez, dependeria da altura h, como se a coluna de agua caisse dessa altura, alcangando uma
velocidade da ordem de v (lembre-se que para um corpo em queda livre, a partir do repouso,
a velocidade é proporcional a raiz da distancia ja percorrida). Entéo a taxa de variacdo do
volume do copo seria

V'(t) = —capr\/h(t) .
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Por outro lado, o decrescimento do volume implica no decrescimento do nivel da agua
h. Observe, no entanto, que quanto maior for a drea da secao transversal ao copo na altura
h menor serd o decrescimento do nivel, para uma mesma perda de volume. Ou pensando
inversamente, se o copo for muito fino a altura h entao o nivel caird mais rapidamente.

Para quantificar isso, notemos que o volume de agua é completamente determinado pelo
nivel h através da funcao

h
V(h) :/0 A(u)du ,

onde A(h) é a fungdo que da a &drea da sec@o correspondente a altura h. Pelo Teorema
Fundamental do Célculo,
V'(h) = A(h) .

A funcdo V(t) resulta entdo da fungao h(t) pela relagao

Logo, pela Regra da Cadeia,
V() = V' (h()'(t) = A(h(t))D'(t) -
Juntando com a equagao empirica acima, temos
AN (t) = —cao/R(D)
que é uma equagao diferencial auténoma, se a escrevermos na forma tradicional:

Vh

h = —cag—— .

A(h)

O exemplo mais simples é o copo reto, quer dizer, cujas segOes horizontais tém todas a
mesma area A. Neste caso, a equacdo se reduz a

W (t) = —% ht) -

Tomando tg = 0 e h(0) = hg, temos
h(t) 1
—_dh =
ho \/E

onde # = <3¢, O lado esquerdo pode ser integrado:

2(v/h(t) = v/'ho) = =t ,

_Bt )

e h(t) pode ser isolado:
2
o= (Va2

Portanto h(t) é uma funcao quadratica em ¢, que vale hg em t = 0, e se anula no seu ponto
2vho
T

de minimo, t =
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17.3.7 Dada ¢ do Método de Newton, quem é f?

Um problema tedrico que pode ser resolvido com o auxilio de equacoes diferenciais separaveis
é o de achar a funcao f que, no Método de Newton, gera uma dada funcao de iteracao (.
Em outras palavras, dada a fungao ¢ e sabendo-se que

W)
A= )

achar f. Manipulando, obtemos a equagao separédvel
1
z — p(x)

onde z faz o papel de t e f o papel de z. A equacio sé estd definida fora dos pontos fixos de ¢,
mas uma andlise criteriosa mostra que as solugdes muitas vezes se estendem continuamente
a esses pontos (é um bom exercicio!).

f@) = fx),

17.3.8 Transferéncia de calor

Um corpo estd em contato com um grande reservatorio, cuja temperatura é uma funcao do
tempo T'(t). Seja z(t) a temperatura do corpo no instante t. A cada instante, a variagao da
temperatura do corpo é proporcional & diferenca entre sua temperatura e a temperatura do
reservatorio. Equacionando:

&(t) = a(T(t) —z(t)
onde « é uma constante positiva.
Aqui néo se trata mais de uma equagao auténoma, pois se escrevermos & = f(t,x) entdo

ft,x)=a(T(t) —x) .

Esta equagao tampouco ¢é separavel, mas ainda assim é simples o suficiente para ser solivel.
Ela se enquadra no conjunto das equacgoes do tipo

@ =a(t)z +b(t)

cuja solugao discutiremos abaixo.
O caso em que b(t) = 0 é um caso particular de equagao separdvel, que tem solugao

x(t) = xo exp{/t a(s)ds}

se xo = x(to).
Para o problema afim 4 = a(t)x + b(t), 2(ty) = xo, com solugao x(t), usamos um truque:

examinamos a derivada de y(t) = z(t)e Jio ®®)45 - Obtemos

g(t) = &(t)e T “O% _a(t)a(t)e S0 1O

3

porém substituindo &(t) por a(t)z(t) + b(t), ficamos com

§(t) = bt)e o o)
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e portanto

t
y(t) = y(to) +/ b('r)e_ fto a(S)dsd’l’ '

to

Como y(tg) = xo, obtemos a solugao

t ¢ r
z(t) = elio @()ds (:vo —|—/ b(rye” Fi a(s)dsdr> .

to

A unicidade é garantida pela unicidade da integracao de ¢ com a condigdo y(tog) = zo.

17.4 Entendimento qualitativo de equacoes autonomas

Até agora nao discutimos nada sobre a representagao grafica das solugbes de uma equagao
diferencial, mas naturalmente o mais ébvio é desenharmos o gréfico da solugao z(t). O que
veremos nesta Segao é que é muito facil desenharmos o esbogo de algumas solugoes (variando
a condigdo inicial) de equagdes auténomas, sem resolvé-las!

Para comegar, vimos que se z* é uma singularidade da equagdo auténoma & = X (x),
entdo z(t) = z* é solugdo. Num diagrama em que coloquemos ¢ na abscissa e  na ordenada,
esse tipo de solugao é uma linha reta horizontal a altura de x*. Portanto as primeiras solugoes
que podemos identificar na equacao sao essas solugoes constantes, cada uma correspondendo
a um zero da funcao X.

Em cada intervalo entre duas singularidades e nos intervalos entre a tltima singularidade
e o infinito, o sinal de X nao muda, pois se mudasse haveria uma outra singularidade no
intervalo, pelo Teorema de Bolzano. Seja I um intervalo desses, e suponha que z(t) estd em
I. Como X (x(t)) = #(t), entao o sinal de #(t) é o mesmo que o sinal de X (z(t)), e esse sinal
é sempre o mesmo enquanto x(t) estiver em 1.

Como as solugbes nao cruzam as singularidades (isto é garantido por um Teorema, se X
for derivavel e com derivada continua), uma solugao z(t) estd sempre confinada a um mesmo
intervalo, o que implica que o sinal de @(t) é sempre o mesmo, para todo t. O que é o mesmo
que dizer que z(t) ou é crescente ou é decrescente, e uma ou outra opcao serd determinada
pelo sinal de X no intervalo onde esté confinada a solugao.

Na figura abaixo, por exemplo, ilustramos esquematicamente uma funcdo (arbitraria)
X(z), com quatro singularidades x7, =3, 25 e . A funcio é negativa & esquerda de z7 e
entre z3 e x}, e positiva a direita de x e nos intervalos entre z] e x5 e entre 5 e 3.

X(x)

po/ X

XX X3 X4

O diagrama abaixo ilustra algumas solugdes (uma para cada intervalo).
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As solugoes sao assintéticas, para ¢t indo a mais ou menos infinito, as singularidades (de
fato, em equacoes autonomas, as solugoes nao podem ser assintdticas a pontos que nao sejam
singularidades).

Uma maneira mais compacta de se representar qualitativamente o comportamento das
solugdes dessa equagao diferencial é usando um diagrama onde sé entra a reta dos z’s, como
mostra a figura abaixo. As setas entre as singularidades indicam para que lado as solugoes
naquele intervalo tendem quando ¢ tende a infinito.

* * * * X
1 X5 X3 X
Assim fica facil, por exemplo, entender a equagao de crescimento populacional
& =z(a — bx) .

Como essa equagao s6 faz sentido para x > 0, nos restringiremos a essa regiao. Nessa regiao,
a fungdo X (z) = z(a — bx) tem duas singularidades: z7 = 0 e 25 = £. Isso significa que a
populacao nula e a populagao igual a x5 sao solucoes de equilibrio.

Entre as duas, X (z) é positiva e & direita de x5 a fungdo X (z) é negativa. Isso significa
que se a populagao inicial estd abaixo da populacao de equilibrio entao tendera a aumentar
assintoticamente até o equilibrio 25. E se comecar acima decrescera assintoticamente até o
mesmo equilibrio.

17.5 Equacoes diferenciais com mais variaveis

Existem também os chamados sistemas de equagoes diferenciais (de primeira ordem), que

envolvem simultaneamente duas ou mais fungoes e suas respectivas primeiras derivadas. Por
exemplo,

t = 32 —y+3

g = sinz+yx®
Neste caso, achar uma solucao para o sistema significa encontrar duas fungdes x(t) e y(t) que
simultaneamente verifiquem

{:'c(t) = 32(t)? —yt)+3
y(t) = sinz(t) +y(t)x(t)?
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Esse tipo de problema parece ser bastante drido a primeira vista, mas se torna mais atraente
se o interpretarmos do ponto de vista geométrico.

Podemos olhar as fungoes z(t) e y(t) como as coordenadas
de uma curva v : t — (x(t),y(t)) no plano zy. A derivada

da curva 7, dada por 4(t) = ((¢),y(t)), representa o vetor m V)
2

tangente a curva. O sistema de equagoOes diferenciais diz <
entao que, em cada instante t, o vetor tangente a curva \/
v(t) dado por 5(t) = (&(t),y(t)) tem que ser exatamente y(O=(x().y(®)
igual ao vetor (3z(t)% — y(t) + 3,sinz(t) + y(t)z(t)?).

Perceba que esse sistema de equagoes diferenciais ja fixa, para cada ponto (z,y), qual serd
o vetor tangente de uma solugio que por ali passar em algum instante: (3x%—y+3, sin x+yx?).
Essa func@o que associa para cada ponto um vetor (que deve ser sempre tangente as solugoes
do sistema) é chamada de campo de vetores. Uma maneira de esbogar um campo de vetores
é mostrando os vetores correspondentes a alguns pontos do plano (z,y).

y
/\l{\\
T/I \3,/';'

\
\ i,/

7\ X
p NI

Para um sistema de equacoes diferenciais como esse também podemos estabelecer o pro-
blema de Cauchy: dado um ponto (zg, ) e um instante ¢y achar uma solugao v(t) tal que
v(to) = (z0,%0)-

Modelos de crescimento populacional envolvendo mais do que uma espécie sao um tipico
exemplo de sistemas de equacoes diferenciais. Cada varidavel do sistema representa a po-
pulagdo de uma espécie. Por exemplo, se z(t) for a populacao de tartarugas e y(t) for a
populacao de jacarés, podemos tecer as seguintes consideragoes. Em primeiro lugar, a po-
pulacao de tartarugas nao precisa dos jacarés para sobreviver, mas tem suas limitagoes de
espaco e alimento usuais. Como na Subsecao 17.3.4, a taxa de crescimento proporcional da
populagdo é uma func¢do parecida com A — Bz(t), mas deve-se descontar um termo tanto
maior quanto maior for a populagao de jacarés, por exemplo Cy(t). Entao teriamos

= A — Bx(t) — Cy(t) .
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Por outro lado, supondo que os jacarés precisem se alimentar das tartarugas para sobrevi-
verem, sua taxa de crescimento proporcional na auséncia de tartarugas é negativa, e sera
mais negativa ainda se sua populagao for muito grande, também por problemas relativos
a limitacao do espago. Por outro lado, quanto maior for a populacao de tartarugas, mais
facilidade a populagao terd para crescer. Dessas consideragoes, é razodvel supor que

=—D — Ey(t) + Fz(t) .

Juntando tudo, ficamos com o sistema

& = (A—Bx—-Cy)x
{ j = (~D—Ey+Fa)y

E claro que todo esse raciocinio é hipotético, pois carece de dados reais. No entanto,
cada situacao onde duas ou mais espécies se influenciam mutuamente, seja numa relacao
predador-presa seja numa relagao de competicao pelo mesmo alimento ou espaco, esse tipo
de modelagem pode ser feito.

Outra classe de exemplos relevante vem das equagoes diferenciais de segunda ordem (isto
é, que envolvem a segunda derivada), por exemplo, qualquer equacdo do tipo & = I'(z, &).
Com um pequeno truque podemos transformar essa equagao num sistema de duas equagoes
de primeira ordem. Basta definir uma segunda varidvel (na verdade, uma segunda fungéo do
tempo) v(t) = 4(t), de forma que #(t) = ©(¢). Entao ficamos com as duas equagdes

{42 e

onde a primeira equagao vem simplesmente da definicao de v.
Por exemplo, tomemos a equacao do péndulo

é:—%sen@.

Chamando w(t) = 6(t), ficamos com

6 = w
w = —%sen@
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Capitulo 18

Solucao numérica de equacoes
diferenciais

Neste Capitulo estudaremos algumas maneiras de se resolver numericamente uma equacao
diferencial do tipo & = f(¢,x), e veremos no final como generalizar as idéias para dimensoes
mais altas.

18.1 Equacgoes separaveis

Para comegar, veremos nesta Secao que ja dispomos dos métodos necessarios para resolvermos
as equagoes separaveis. Os métodos propostos posteriormente serao, entretanto, muito mais
gerais e, inclusive, mais praticos.

Como vimos no Capitulo anterior, se £ = g(t)X (x) for a equacao, F' for uma primitiva
de % e G for uma primitiva de g, entao

z(t) = F~ 1 (F(x0) + G(t) — G(to)) -

Acontece que nem sempre é possivel obter integrais explicitas, e aqui temos que resolver
duas. Resolvendo ou nao, uma delas ainda terd que ser invertida, o que também ¢ dificil ou
impossivel, na maioria dos casos.

Todos esses problemas poderiam ser solucionados numericamente. A primitiva de g pode
ser definida como

G(t) = /t:g<s>ds,

de forma que G(tp) = 0 e, da mesma forma, a primitiva de % se define naturalmente como

F(a:)_/: ﬁdu,

resultando em F(zg) = 0, e portanto
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As duas primitivas podem ser obtidas nos pontos que se quiser, usando os métodos de in-
tegracao numeérica discutidos na Parte V. Ja ao problema de inversao da fungao F' pode-se
aplicar o Método de Newton.

Para sermos mais precisos, imagine que queiramos calcular z(¢) num determinado instante
t, e todas as operacoes mencionadas acima tenham que ser feitas numericamente. Em primeiro
lugar, calculamos G(¢) usando integragao numérica (com a melhor precisido possivel, é claro),
e depois teremos que achar z(¢) tal que

tomando-se os cuidados necessarios para que seja buscada a solugdo que nos interessa. Ou
seja, x(t) é solugdo da equagdo

Como F'(z) = X%m), a funcao de iteragao para o Método de Newton fica

p(r) =2 - X(2) (F(z) - G())

Com um palpite inicial xy temos que iterar a funcao ¢, de forma a obter x1, zo, etc, até
chegar préximo a raiz com a precisao desejada. Entao

Tri1 = T — X (1) (—G(t) + /x ﬁm) ,

isto é, em cada etapa da iteragdo é preciso estimar F'(xy) usando algum método de integracao
numérica. O erro pode, em tese, ser controlado, usando-se estimativas de erro das duas
integracoes e também do Método de Newton.

Se o procedimento acima for implementado no computador e x(t) for calculado para vérios
valores de t, em seqiiéncia, o melhor palpite para a condicao inicial g do Método de Newton
é o valor de z(t) obtido na etapa anterior, pois a funcao z(t) é continua.

18.2 Discretizacao

O fundamento da solugdo numérica de equacgoes diferenciais & = f(t,x) é a discretizacdo da
varidvel t. Se [a,b] é o intervalo onde gostarfamos de achar a solugdo x(t) entdo dividimos
esse intervalo com uma particao regular

a=ty<ti<ta<...<th1<tp,=0b,

onde a diferenca entre pontos sucessivos é igual a h (o chamado passo). “Determinar nu-
mericamente” a funcdo x(t) significa achar, com precisdo suficientemente boa, os valores
xo = x(to), v1 = x(t1), ..., Tn, = z(t,).

Em suma, a solugao numérica de uma equacao diferencial peca, inevitavelmente, pela
imprecis@o em ¢, pois os valores de z(t) sao calculados somente para uma quantidade finita
de valores de t, e pela imprecisdo na determinacao de x(t), sendo que ambas podem ser
minimizadas, segundo os métodos propostos abaixo, pela reducdo do passo h. Ao mesmo
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tempo esta é, para muitos propésitos, a melhor alternativa disponivel, visto que a maioria
das equacgoes diferenciais nao admite solugao explicita, em termos de fungoes elementares.

Em todos os métodos, obteremos a solu¢ao numeérica por recorréncia. A condicao inicial
xo = z(tg) é dada (sendo nao ha sentido no problema, uma vez que existe uma infinidade de
solucgoes da mesma equagdo), e a partir dela obter-se-ao, em sucessao, os valores de z1, 2,
etc.

Como tr41 =t + h (para k = 0,...,n — 1), a estimativa de zx11 = z(tx+1) pode ser
obtida a partir da estimativa de x = z(¢;) por meio de uma expansdo em Taylor. Para
simplificar a notagao, denotaremos t; por t, a partir de agora, e xy por z(t), ou as vezes
simplesmente por z. Entao

z(t+h) = z(t) + o' (t)h + %x”(t)hz +..+ %x(m) (O™ + o(h™) ,
onde o(h™) denota o resto da expansdo, que vai a zero quando h tende a zero mesmo se
dividido por ™ (tipicamente, termos de ordem m + 1 ou mais). E claro que a fungao precisa
ser diferenciavel até ordem m para valer essa expressao, mas em geral esse é o caso.

A expressao significa que, quanto menor for h, melhor o polindémio em h (sem o resto)
aproximard z(t+h). Além disso, geralmente mas nem sempre, quanto maior for m melhor serd
a aproximagao e, principalmente, mais efetiva se tornard a redugao de h como instrumento
para melhorar a precisao de x(t + h) através do polindmio.

As derivadas de x(t) se relacionam com as derivadas de f através da equagao diferencial,
s6 que f é uma fungao de duas varidveis, t e . Por exemplo, da prépria equacao temos a
igualdade z'(t) = f(¢,z(t)). Quanto & segunda derivada temos

d of

20 = 70, 2(0) = Wt 2(0) + 2 0L (1.0

pela Regra da Cadeia aplicada a fungoes de duas varidveis, e portanto

(1) = 2 1,20)) + 10,200 Dt 20

Aqui vale, antes de prosseguirmos, simplificar a notagdo. Na maioria dos casos, as de-
rivadas de x serao calculadas em ¢, e todas as derivadas parciais de f, de qualquer ordem,
em (t,2(t)). Assim, sé indicaremos explicitamente o ponto onde estdao sendo calculadas as
fungoes e suas derivadas se esses pontos nao forem t e x(t). Nessa notacao, teremos

I ﬁ + ﬁ .
ot ox

Para simplificarmos mais ainda, denotaremos as derivadas parciais de f com um subindice.
Por exemplo,
_ o

Jiz = otdx
Na hipétese de que f seja uma funcio de classe C? (jargdo matemdtico para dizer que f
tem derivadas parciais até segunda ordem, e continuas), entdo um teorema (o Teorema de
Schwarz) garante que a ordem das derivadas parciais pode ser trocada, de forma que podemos
trocar fi, por fyp¢, ou ainda fi, por fypi ou firge.
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Segue dessas consideragdes que a expressdo de x(t + h) pode ser escrita, até a ordem
desejada, inteiramente em funcdo de f e de suas derivadas parciais. Neste Capitulo, iremos
tecer consideragoes somente até ordem 4, mesmo assim precisaremos da expressao de z'’ e
2. Para obter 2’ temos que derivar em relagao a t a expressao de z”/, lembrando sempre
que cada derivada parcial de f também depende de (¢, x(t)), e que a regra da Cadeia deve

ser usada. Entao, como 2" = f; + f f., obtemos

2" = fu+ ffow+ (fe+ ffa)fo+ f(for + [ foz)

e, reagrupando os termos,

2" = fife+ f(f)? + fro +2f frw + 2 fon s

onde f2 denota (f;)? e ndo a derivada em relagdo a x de f composta com si mesma. Sugere-se
fortemente ao leitor que verifique essa conta, e em seguida que verifique que

o= fifl+ ff+
+fzftt + 3ftftx + 5ffmftx + 3fftfzz + 4f2fzfmx + fttt + 3ffttz + 3f2ftzz + fgfmxx .

Ao leitor assustado com o tamanho das expressdes recomenda-se paciéncia: ao final, todos
os algoritmos que derivarao desta linha de raciocinio serdo extremamente simples! Veremos
nas préoximas Segoes de que maneira podemos implementar as idéias ora expostas, e suas
possiveis variacoes.

18.3 O Método de Euler

O Método de Euler consiste em tomar a aproximacao de primeira ordem de z(t + h):
x(t+h) =z(t) + 2 (t)h + o(h) .

O resto o(h) indica que o erro em tomar essa aproximacio serd, em geral, da ordem de h?
ou mais.
Como z' = f, o Método sugere que, na pratica, obtenhamos zy1 = z(tg+1) = x(tx + h)
como
Th+1 = Tk + f(tk, Ik)h .

A iteracdo a partir de zg acumulard um erro da ordem de h? em cada etapa, podendo

acumular ao final um erro de nh2. Como n = 2=2. entdo o erro acumulado serd da ordem de

(b—a)h. "

A titulo de ilustracao, vejamos um exemplo cuja solucao exata é conhecida. Tomemos
a equagao separavel 2’ = —3t%x, no intervalo [0, 1], com x(0) = 2. Para achar a solugao
explicita, temos que isolar z(t) em

isto é,
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Entdo z(t) = 2%
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Compararemos essa solucao exata com a solugao obtida pelo Método de Euler com passo
h = 0.1. Antes de apresentar o resultado, calculemos os primeiros valores xj com cuidado,
para fixarmos melhor o entendimento do método.

Temos

xy = 0 + f(to, o)l ,

com tg =0, 2o =2 e f(t,z) = —3t?z. Portanto r; = z9 = 2. Depois, temos

To = T + f(tl,xl)h =1 — 3t%$1h 5

de forma que substituindo os valores conseguimos

29 =2-3%x012x2%x01=2-6x10"2=1.994 .

O resultado esta na tabela abaixo, arredondados para 3 casas decimais depois de obtido cada

Tk

k tr Tp 26_75}1
0 | 0.0 | 2.000 | 2.000
1 ]0.1]2.000 | 1.998
2 10.2]1.994 | 1.984
3103|1970 | 1.947
4 1041|1917 | 1.876
5 105 | 1.825| 1.765
6 [0.6|1.688 ]| 1.611
7 10.7 | 1.506 | 1.419
8 [ 0.8 1.285 | 1.199
9 10.9| 1.038 | 0.965
10 | 1.0 | 0.786 | 0.736

O maior erro cometido em relagao a solugao verdadeira
ocorreu em t; = 0.7 (1.506 — 1.419 = 0.087), mas nao che-
gou a 0.1, o tamanho do passo. E preciso tomar cuidado
com a avaliagao do erro, pois sabemos apenas que ele pode
ser da ordem de h, mas isso significa apenas que ele é me-
nor do que uma constante vezes h. Essa constante pode ser
muito grande, de forma que a informagao nao é suficiente
para estimar o erro. No entanto, ela diz que, se reduzirmos
h entao o erro maximo se reduzird proporcionalmente.

Por exemplo, vejamos o que resulta da mesma equagao com passo igual a 0.05, com quatro
casas decimais.
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tr Tp 26_#’i
0.00 | 2.0000 | 2.0000
0.05 | 2.0000 | 1.9998
0.10 | 1.9993 | 1.9980
0.15 | 1.9963 | 1.9933
0.20 | 1.9896 | 1.9841
0.25 | 1.9777 | 1.9690
0.30 | 1.9592 | 1.9467
0.35 | 1.9326 | 1.9161
0.40 | 1.8971 | 1.8760
0.45 | 1.8516 | 1.8258
10 | 0.50 | 1.7954 | 1.7650
11| 0.55 | 1.7281 | 1.6935
12 1 0.60 | 1.6497 | 1.6115
13 ] 0.65 | 1.5606 | 1.5197
14 1 0.70 | 1.4617 | 1.4193
151 0.75 | 1.3543 | 1.3116
16 | 0.80 | 1.2400 | 1.1986
171 0.85 | 1.1210 | 1.0822
18 1 0.90 | 0.9995 | 0.9648
19 1 0.95 | 0.8781 | 0.8485
20 | 1.00 | 0.7592 | 0.7358

O[] T | W N~ O]

Nej

A maior diferenca em relagdo ao valor verdadeiro néo passou de 0.043, em ¢, = 0.75, que
é metade da discrepancia obtida com passo igual a 0.1.

Exercicio 18.1 Considere a equacdo diferencial ' = 2% — sent, com a condicdo inicial

x(0) = 1. Obtenha uma discretizagdo/aproximagio da solugao usando o Método de Euler de
primeira ordem, no intervalo [0,0.6], com passo h = 0.1.

18.4 Indo para segunda ordem

Para que a redugado de h seja mais eficiente é preciso fazer com que a ordem de grandeza
do erro dependa de h elevado a uma poténcia mais alta. Para isso, é preciso ir além da
aproximacao de primeira ordem em (¢ 4+ h). Consideremos, por exemplo, a aproximagao de
segunda ordem:

1
x(t+h)~z+2'h+ §x”h2 :
onde ' = fex" = fi+ ffs.
Entdo, ainda no exemplo 2’ = —3t2x, temos f(t,x) = —3tx, fi(t,r) = —6tz e f.(t,z) =

—3t2. Substituindo essas expressoes, com a notacao z(t+h) = 41, T = T, t = tj, obtemos
a relagao de recorréncia

3
Tht+1 = Tk + 3txzrh (—tk —h+ 5t%h> .
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O erro méximo cometido em cada iteracio é da ordem de h3, portanto o erro maximo
acumulado ao longo de todo o intervalo é da ordem de (b— a)h?. Isso significa que a reducao
do passo pela metade provoca redugao no erro da ordem de quatro vezes.

Exercicio 18.2 Use a relagao de recorréncia acima com passo 0.1, a partir da mesma
condigao inicial x(0) = 2 e compare com os resultados obtidos anteriormente.

Apesar da vantagem em relagdo a precisdo, ao passar para segunda ordem acabamos por
nos envolver com uma fungao de iteragao muito mais complicada, apesar de a expressao de
f(t,z) ser muito simples. Vérios fatores contribuem para isso: as expressoes das derivadas
parciais de f e a combinagao da férmula, que envolve véarios termos. Indo para ordem ainda
mais alta essas complicagoes aumentam bastante e exigem, da parte do programador, o
calculo de todas as derivadas parciais envolvidas e a montagem das férmulas.

O que faremos no restante desta Segao é explorar uma observacao a respeito da expansao
de z(t + h) até segunda ordem, que nos permitird implementar um método computacional-
mente mais simples. Na Secao seguinte veremos como esse método pode ser generalizado
inclusive para ordens mais altas, sem expressivo acréscimo da complexidade algoritmica, em-
bora a dedugao do algoritmo propriamente dito possa ficar cada vez mais complicada. Essa
abordagem é conhecida como Método de Runge-Kutta de integracao das equagoes diferenciais.

Estamos interessados na diferenca (¢t + h) — z(t), dada por

w{t 4+ h) —at) = hf + 5H2(+ F12) + o)

que escreveremos assim:

z(t+h)—z(t)=nh <f + %(hft + hffz)> +o(h?) .

Entao reparamos que o termo hf: + hf f, tem certa semelhanca com a expansao da fungao
de duas varidveis f(t,x) até primeira ordem:

ft+ Atz + Az) = f(t,x) + fi(t,2) At + fu (¢, x) Az + o(At, At)

onde o(At, Az) denota um termo (o resto) muito menor do que a norma de (At, Azx), isto é,
muito menor do que VA2 + Az2. “Muito menor” significa que esse termo, quando dividido
por v At2 + Ax2, vai a zero, se vV At2 + Ax? vai a zero. Logo, se tomarmos At = he Az = hf

entao teremos
ft+ha+hf)—ft,z) =hfi(t,z) + hf(t, z)fo(t,z) +o(h),
pois VAt2 + AzZ = hy/1 + f2. Na notaciio compacta que propusemos, temos
hfe+hffe=ft+hx+hf)=f+o(h).

Portanto

x(t—|—h)—3:(t)—h<f—|—%(f(t+h,a:+hf)—f)) + o(h?)

(a soma de dois termos o(h?) é um termo o(h?)). Ou seja,

2t +h) — 2(t) :g(f(t,:c)+f(t+h,:v+hf)) .
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Vejamos como isso se da na pratica, ao passarmos de xj;, para xx41. Pensando em termos
de algoritmo, temos que calcular & = f(tx, zx) e, tomando esse valor de &, calcular

& = f(tg + h,xp + h&) .

Assim
h
Tht+1 = Tk + ) (&1 +&) .

A vantagem desse método é que nao precisamos calcular derivadas parciais de f, e o
algoritmo fica consideravelmente mais simples. Apenas calculamos & (que é o valor de f
no ponto (tx,xr)), e depois usamos &; para calcular outro valor de f, desta feita no ponto
(tx + h, z + hé1). O acréscimo em x, para se chegar a 1 serd a média desses dois valores,
multiplicada pelo passo h.

Na tabela abaixo fazemos esse algoritmo, com o problema z’ = —3t?z, x(0) = 2, no
intervalo [0, 1]. Usando o passo h = 0.1, a coluna &; significa

51 = —3ti$k

e a coluna & significa
§o = —3ti+1($k + hf1) )

pois tx + h = tg41.

k|t 2e 1 Tk &1 o blé+ &)

0 |0.0 2.0000 2.0000 0 —.060000 | —0.0030000
1 (0.1 1.9980 1.9970 | —0.059910 | —0.23892 | —0.014942
2102 1.9841 1.9821 —0.23785 | —0.52875 | —0.038330
3 10.3 1.9467 1.9438 | —0.52483 | —0.90783 | —0.071633
4 104 1.8760 1.8722 —0.89866 —1.3368 —0.11177

5105 1.7650 1.7604 —1.3203 —1.7586 —0.15395

6 | 0.6 1.6115 1.6065 —1.7350 —2.1065 —0.19208

7 10.7 1.4193 1.4144 —2.0792 —2.3164 —0.21978

8 | 0.8 1.1986 1.1946 —2.2936 —2.3455 —0.23196

9 10.9 | 096478 || 0.96264 | —2.3392 —2.1862 —0.22627

10 | 1.0 || 0.73576 || 0.73637 — — —

Observamos que a diferenca para o valor correto foi de, no maximo, 0.005.

18.5 Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta é uma generalizagao do algoritmo que desenvolvemos em segunda
ordem, para que nao seja preciso calcular derivadas parciais de f, e vale para qualquer ordem
m. Pensando na passagem de xj para xx41 a idéia é escrever

z(t+h) —a(t) =h(n& + 728+ .o+ Tmém)
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onde
&= fltk,wr)
& = f(te +arh,zr +bi&ih),
& = f(te +agh,xzp + b262h)
Em = f(te +am—1h,xp +bp—1&m-1h) .

Ou seja, dentro de cada etapa k é preciso fazer uma recorréncia de tamanho m, onde cada
& (i > 2) é calculado em funcao de &1, partindo de & = f(tg, k).

Na Sec¢ao anterior, tinhamos m =2, 1 = 2 = % e a; = by = 1. Agora consideraremos o
caso m = 3, e tentaremos determinar as constantes 7y, 2 € ¥3, assim como a1, by, as e bs.
Ao final, veremos que existe uma certa liberdade na escolha dessas constantes.

A maneira de se organizar para uma tarefa dessas é a seguinte. Desenvolveremos os dois
lados da equagao

x(t+ h) — x(t)
h
até ordem 2 em h (seria ordem 3, mas estamos dividindo tudo por h), e obteremos vérios
termos envolvendo derivadas parciais de f. Como ocorre com polinémios, é preciso haver
igualdade termo a termo. Cada uma dessas igualdades sera uma equagao onde as incégnitas
s@o as constantes procuradas, e o problema ficard reduzido & resolugdo desse sistema (nao
linear) de equagoes.
O lado esquerdo da equacao é mais conhecido:
x(t+ h) — x(t) 1

1
- :I/+§$//h+gx///h2+0(h2)v

=781 + 7282 + 7383

onde as expressoes de z’, " e z”"" j4 foram deduzidas na Secao 18.2. Introduzindo essas
expressoes, ficamos com

1 1 L., Looem 1o L., 1 5.0
f+2hft+2hffm+6h ftfz+6h ffm+6h’ ftt+3h fftx+6h'f Jza -

Os termos estao separados um a um, propositalmente, porque isso tornard mais facil a com-
paragao com o outro lado da equacao.

Com relacdo ao outro lado, é preciso calcular &, & e &3, até ordem h2. J4 sabemos que
& = f. E sabendo &; calculamos &;41 por

€ivr = f(t+ ah,x + bi&h) .
Expandindo f até segunda ordem, obtemos
§it1 = [(t+aih,x 4+ bi§h) =
= [+ (aih) fi + (bi&ih) fo + %(aih)zftt + (aih)(bi&ih) frz + %(bifih)2fm +o(h?) .

Por outro lado, &; ja foi calculado de maneira semelhante, e sua expressao deveria ser subs-
tituida na expressao de &;11.
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No caso m = 3, temos & = f, portanto
& = f(t+arh,x+bihf) =
= f+arhfi+bihff. + %affﬁftt + arby P2 f fro + %b§h2f2fm + o(h?) .
Ja a expressao de £3 é mais complicada, pois devemos substituir a expressao de &; em

cada lugar onde aparece. Por sorte, podemos desprezar os termos que tenha ordem mais alta
do que h2. Por exemplo,

boh&a fr = boh(f + arhfe + bihf f2) fz + o(h?)

uma vez que os termos com h?, quando multiplicados por h, ficam h3, isto é, sdo termos
o(h?). Ha outros dois termos a expandir:

a2bah?®&o frn = asboh® f fru + 0(h2)

SN far = SN oa + 0l1).
Entao
&3 = [+ (aghfi) + (bohf fo + arbah® fi fo + bibah® £2)+
+%a§h2ftt + asboh®f fro + %b§h2f2fm + o(h?) .
Finalmente, podemos reunir v1 &1 +72€2 + 33, € conseguiremos uma soma com os seguin-
tes termos: (v +72+73)f, (y2a1 +y3a2)hfe, (v2b1 +v3b2)Rf fu, Y3a1boh? fifu, v3b1bah® f f7,

5 (1207 + 3a3)h2 frr, (y2a1b1 + y3a2b2)h> f fra € (72T + 7303)0° 2 fua.
Da comparagao termo a termo com a expansao de

x(t + h) — x(t)
h 3

que corresponde ao “lado esquerdo” da equagao, obtemos as seguintes equacoes:

fi 1 = m+7+s (18.1)

hfe: % = 7201 + Y302 (18.2)
hffa: % = 7201 +3b2 (18.3)

W2 fife % = 7saiby (18.4)
W1z % = 73bib2 (18.5)
R fy % = %(’72(1% + y3a3) (18.6)

W2 f fra - % = 72a1b1 + y3a2b2 (18.7)
W2 f? foa : % = %(wb% +3b3) (18.8)
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A primeira equagao é a tnica que envolve 7;, assim 7y ficard determinado assim que 2 e 73
forem determinados. Da quarta e da quinta equagoes tiramos imediatamente que a; = b;.
Levando isso em conta na sexta e na sétima equagoes resulta que também as = bs. Com isso,
as trés dltimas equagoes se tornam idénticas, a quarta e a quinta também, e a segunda e a
terceira idem. Em resumo, ficamos com trés equagoes nas quatro incégnitas ai, asz, v2 € ys3:

Yea1 + y3ae
= 7y3a1a2

= yeaf + 7305

Wl ===

Havendo uma incognita a mais do que o ntimero de equacgoes, abre-se a possibilidade para a
existéncia de uma infinidade de soluges. Podemos escolher um valor para as, por exemplo,
mas algumas escolhas podem tornar o sistema impossivel. No entanto, saberemos como
escolher se tratarmos a2 como uma constante, em vez de uma incégnita. Da segunda equacao
Yot = i colocada na primeira obtemos

n 1 1
a+—==.
Y201 6ay 5
Multiplicando por a; resulta
2 aq 1
Y201 = PR

que junto com a segunda pode ser substituida na terceira equagao, levando a
3a%—3a1+a2 =0,

depois de mais uma multiplicacao por a; e simplifica¢ées. Entao

3E£+v9—12a-
g =—:.
6
Se tomarmos as = % teremos necessariamente que a; = % Com esses valores, obtemos
_ 4 _ 2 _ 2
Y3=9:72=9€7 =79

A conclusédo é que o Método de Runge-Kutta pode ser aplicado com
h
ot +h) = 2(t) = 526 + 36 +48) +o(h%) ,

onde & = f(t,2), & = f(t+ sh,x + 361h) e & = f(t+ Sh,x + 2&60).

Exercicio 18.3 Use o algoritmo de Runge-Kutta de ordem 8 deduzido acima na equac¢do
diferencial separdvel ' = —3t%z, x(0) = 2. Aumente o mimero de algarismos significativos.
De preferéncia, crie um programa de computador para testar os algoritmos.

Exercicio 18.4 Na Secdo anterior, obtivemos m = 2, y13 = 5 = % ea; =by =1 para o

Meétodo de Runge-Kutta de ordem 2. No entanto, como vimos em ordem 3, pode haver outras
maneiras de implementd-lo, pois as equagoes que determinam a escolha dos v;’s, a;’s e b;’s
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tém mais do que uma solucdo. Baseando-se no raciocinio feito em ordem 8, ache todas as
possiveis implementacoes do Método de Runge-Kutta em ordem 2.

Exercicio 18.5 Considere a equacdo x’ = e’”zt, com a condi¢ao inicial ©(0) = 1. Obtenha
uma discretizagao/aproxzimagdo da solugao em [0,0.5], usando o Método de Runge-Kutta de
segunda ordem.

Exercicio 18.6 Considere a mesma equagao e a mesma condi¢do inicial do Ezxercicio an-
terior. Aproveite o fato de ser uma equagao separdvel para obter x(0.5) usando o Método de
Newton e o Método de Simpson combinados. Para o Método de Newton, use condi¢do inicial
igual a 1 e calcule 3 iterados posteriores. Para o Método de Simpson use n = 4. Discuta
o erro envolvido ao se resolver a equacdo dessa maneira, da melhor forma que vocé puder.
Compare com o resultado da questao anterior.

Exercicio 18.7 O algoritmo de Runge-Kutta de ordem 4 pode ser deduzido de forma andloga.
Para isso € preciso fazer as contas com muito cuidado. Tente partir da suposicdo de que

z(t+ h) — z(t) = h(aky + B + & + 7€) + o(h?) |

onde
51 = f(tu :E) )
52 = f(t—th,iZ?—Fbglh,) s
& = f(t+ch,x+ c&h),
54 = f(t+dh,l’+d§3h) s
e mostre que essas constantes podem assumir os sequintes valores: a = %, 0 = %, ¥ = %,

5:%,b:%,c:%ed:1.

Exercicio 18.8 Implemente o Método de Runge-Kutta de ordem 4 no computador.

18.6 Runge-Kutta em sistemas de equacgoes autonomas

A resolucdo numérica de um sistema de equagdes auténomas é muito semelhante ao que ja
fizemos antes. Desenvolveremos o Método de Runge-Kutta de ordem 2 para um sistema de
duas equagoes, e o leitor verd que o Método pode ser aplicado a qualquer tipo de sistema
de equacoes diferenciais, autonomas ou nao, em qualquer ordem, tudo dependendo de se de-
duzir o algoritmo convenientemente. Ha atualmente muitos programas de computador com
os algoritmos ja implementados, bastando ao usudrio somente digitar as equagoes. Outros
algoritmos mais finos sao também usados, para minimizar ainda mais os erros, principal-
mente quando se trata de integrar a equacao diferencial em grandes intervalos de tempo. E
recomenddvel, no entanto, saber minimamente como eles funcionam.
Suponha que queiramos integrar o sistema de equagoes diferenciais

{x: = flz,y)

y = g(z,9)
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Até segunda ordem, temos

{ x(t+h)—ax() = ha'+ b2t 4 o(h?)
y(t+h)—y(t) = hy' +%5y" +o(h?)

Como 2/ = f e y = g, entado

" = xlfx =+ y/fy =ffz +gfy

(§]
Y' =2'9:. +v'9y = f92 + 99y -
Entao
{ z(t+h)—z(t) = h(f+ %(hffm + hgfy)) + o(h?)
y(t+h)—yt) = h(g+35(hfg.+hggy))+o(h?)
Mas
hffe+hgfy = f(x+ fh,y+gh) — f(x,y) + o(h)
(§]
hfge +hggy = g(x + fh,y + gh) — f(x,y) +o(h) .
Portanto

{ w(t+h) —a(t) = 5 (f(@y)+f@+ fhy+gh)+oh?)
yt+h)—y(t) = 5(g(x,y) +g(z+ fhy+gh)) + o(h?)
Exercicio 18.9 Considere o sistema de equagoes diferenciais
{ T = 22+y
V-

Se £(0) = —0.5 e y(0) = 0.2, estime t > 0 necessdrio para que a solugdo (x(t),y(t)) cruze o
eixo y, usando o Método de Fuler de primeira ordem com passo 0.1.

Exercicio 18.10 Deduzir o Método de Runge-Kutta de ordem 4 para sistemas autonomos
de duas equacaoes.

Exercicio 18.11 Usar os Métodos de Runge-Kutta para integrar os sistemas de equagoes
diferenciais da Se¢ao 17.5.
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Apéndice A

Entendendo os sistemas lineares

A.1 Sistemas lineares e intersecoes de hiperplanos

Pode-se melhorar bastante a compreensao dos sistemas lineares se os interpretarmos sob o
ponto de vista geométrico.

Considere o sistema

Sr+2y=3
{ —rz+y=1 "
em que procuramos € y que simultaneamente satisfagam as equagoes dadas.

Podemos olhar para uma equagao de cada vez, examinando o conjunto dos pares (x,y)
que satisfazem a primeira e depois o conjunto dos (x,y) que satisfazem a segunda. O que
estamos procurando € a intersec¢do desses dois conjuntos, isto é, os pontos do plano que
satisfazem as duas equagdes a0 mesmo tempo.

A equagdo 5z + 2y = 3 determina uma
reta. Observe que essa reta é o grafico

Tleo

= 3 _5
da funcdo y(r) = § — 5x, que tem
inclinagao —% e cruza o eixo das or-
denadas em 5. A outra equagao de-
termina outra reta, grafico da funcao Eix/+2y—.

y(x) = 1+ z, que tem inclinagéo 1 e
cruza a ordenada em 1.

Na figura ao lado desenhamos as duas
retas, e constatamos que elas devem se
cruzar num unico ponto. KEsse ponto,
por estar simultaneamente nas duas re-

Sx+2y= tas, satisfaz as duas equacoes. Portanto
<~ ele é a solugao procurada do sistema li-
near.

205
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Por essa interpretagao entende-se porque alguns sis- y=1+x
temas podem nao ter solugao. Isso acontece se as
retas forem paralelas mas nao coincidentes, como no y=x

sistema abaixo:

{—23:—!—23/—0 ' /

—r+y=1

As retas sdo os graficos das fungdes y = 14z ey = z,
como mostra a figura ao lado.

Outra coisa que pode acontecer é a existéncia de uma infinidade de solugoes. Basta que
as duas equagoes determinem a mesma reta, como neste exemplo:

—2x+2y=2
—r+y=1

x=3 ou 2x=:
~ . 2 ~
Nem sempre a equagao de uma reta determina

o grafico de uma funcdo y(z). Esse serd sem-
pre o caso quando o coeficiente que multiplica
y for igual a zero. Por exemplo, a equacao 0 32
2z = 3 representa uma reta vertical, pois é o
3

conjunto de todos os (z,y) tais que z = 3.

E no caso de 3 equacoes a 3 incégnitas? Bem, nesse caso cada uma das equagoes determina
um plano, e as solugoes sao todos os pontos de intersecgao dos trés planos. Como no caso de
2 incégnitas, pode haver uma solugao, nenhuma ou uma infinidade delas.

Num sistema de n equagoes a n incégnitas devemos imaginar que cada equacgao determina
um hiperplano de dimensdao n — 1 no espaco de dimensao n. Infelizmente nao podemos
visualizar nada disso, mas isso nao nos impede de teorizar sobre o assunto.

A.2 Transformacoes lineares

Outra maneira bastante importante de se entender os sistemas lineares é através do conceito
de transformacgades lineares, e dele nos ocuparemos até o final do Capitulo.
Tomemos novamente o exemplo

ot + 2y =3
—rz+y=1

Essa equacao pode ser escrita na notagao matricial

(5 1))-()
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Para compactar ainda mais a notagio, chamaremos de A a matriz, u o vetor (matriz coluna)
de coordenadas x e y e b o vetor (matriz coluna) de coordenadas 3 e 1, e escreveremos

Au=15b.
Essa forma de escrever sugere que pensemos A como uma fungdo (ou transformagao, ou ainda

aplicagdo) que toma um vetor qualquer u e transforma num outro vetor Au.

Por exemplo, se u = < _21 ), entao

Num sistema linear o que temos é o problema inverso: dado o vetor b (a coluna de termos

independentes & direita), qual é o vetor u = ( gyc ) tal que Au = b?

E facil ver que essa idéia funciona da mesma forma em dimensoes mais altas. Se o sistema
linear tem m equacgoes e n incdgnitas entao os coeficientes formam uma matriz A que pode
ser usada como uma aplicacao (ou transformacao, ou func¢ao) levando vetores-coluna

Z1

Tn

em vetores Au. Apesar de ndo ser nossa preocupagao aqui, na verdade nem é preciso que o
numero de incdgnitas iguale o nimero de equagoes para termos esse tipo de interpretagao.

Pois o sistema linear
a11x1 + a12x2 + ...+ a1pTy = by
ao1L1 + aooxa + ... + aspxy, = b

Am1T1 + @moTo + ... + QmnTyn = by
que tem m equagoes e n incognitas, pode ser escrito na forma matricial

ail e A1n X1 b1

Aml - Qmn Ty b
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Agora a matriz dos coeficientes, que tem m linhas e n colunas, leva, por multiplicagao,
vetores-coluna de tamanho n em vetores-coluna de tamanho m (ou seja, é uma aplicacdo de
R™ em R™).

A.3 Notacao e interpretacao

Vale a pena neste ponto fazermos alguns comentarios a respeito da notagao, o que evitara
confusoes mais tarde. Como vimos, a matriz A dos coeficientes, que é n X n, pode ser
vista também como uma aplicagdo, mas nao faremos distingdo na notagdo. Como matriz, A
multiplica um vetor-coluna de tamanho n e o resultado é um outro vetor-coluna de tamanho
n. Em notacdo compacta temos Au = b. Como aplicagdo, A toma um vetor u de R" e
transforma em outro vetor b de R"™.

A rigor deverfamos escrever A(u) = b, mas ndo o faremos. Por razodes de praticidade (e
também estéticas, por que nao?) usaremos os parénteses somente quando for preciso deixar
claro que A se aplica a toda uma expressao, por exemplo, A(u + v), ao invés de Au + v, que
poderia dar a impressdo de que aplicamos A em u e depois somamos v, quando na verdade
primeiro somamos u com v e depois aplicamos A.

Portanto nao faremos distingao clara entre a matriz A e a aplicacao A, pois usaremos
a mesma notacao nos dois casos. Para abusar mais um pouquinho, escreveremos muitas
vezes 0s vetores como n-upla, ao invés de vetores-coluna, com as coordenadas separadas por
virgulas, como por exemplo na frase “tome u = (z1,...,z,) e b = Au...”, ficando claro que
se quisermos calcular b devemos dispor o vetor u em coluna e multiplicar por A, a esquerda.

A.4 Inversao de matrizes

Antes de prosseguir, observamos que a notagdo matricial nos propicia relacionar conceitos
aparentemente distantes. Por exemplo, o problema de inverter uma matriz quadrada A de
tamanho n é equivalente a resolver n sistemas lineares n X n.

A inversa de A é definida como a matriz U tal que AU = Id, onde Id é a matriz identidade,
que tem 1 ao longo da diagonal principal e 0 no restante. A propriedade fundamental da
matriz identidade é que Id- A = A e A -1Id = A, funcionando de forma andloga ao ntimero
1 na multiplicagdo usual entre nimeros reais. A diferenca principal entre a multiplicagao de
nimeros reais e a multiplicacdo de matrizes é que a segunda nao é comutativa: hé (muitos)
exemplos onde A - U nao é igual a U - A (tente verificar com matrizes 2 por 2, escolhidas ao
acaso).

Suponha que tenhamos A = {a;;j }nxn € queiramos achar U = {u;; }nxn tal que A-U = Id.
Explicitamente, queremos resolver

ail ai2 . A1n U1 U2 N Uln 1 0 0
a1 a9 . aon, U1 U2 N U2n, 0 1 0

0 0 1
an1 an2 . Ann Un1 Un?2 oo Upnp

E facil ver que temos ai n equagoes do tipo Au = b, onde u e b sdo colunas de U e Id na
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mesma posi¢ao. Por exemplo, para essa equacao ser satisfeita deve valer

ail a2 e A1n U111 1
a1 a9 e A2n, U2 O

= )
Apl Ap2 .. Gpp Un1 0

que corresponde a primeira coluna.

A.5 Explorando a linearidade

A propriedade mais importante da fungdo que leva vetores u em Au é a linearidade. A
linearidade significa que, para quaisquer vetores u; € us tem-se

A(u1 + UQ) = Au1 + AUQ )
e que, para qualquer vetor u e qualquer niimero real «,
A(au) = aAu .

Observe que isso é equivalente a dizer que para quaisquer vetores u; e us € numeros « e (3
vale

A(auy + Buz) = aAuy + fAus .

Fica como exercicio para o leitor demonstrar a linearidade (em dimenséo 2), supondo que

(1)
c d

é uma matriz da forma mais geral possivel! Nao é dificil, tente!, e depois procure mostrar no

caso geral, para matrizes n X n.

Para entendermos o significado geométrico da linearidade, vejamos primeiro o que ¢é a
soma de vetores e sua multiplica¢do por um niimero (comumente chamado de escalar).

A multiplicacdo de um vetor (z,y) por um escalar « é o vetor (azx,ay), isto é, cada
coordenada é multiplicada por «. Isto significa que os dois vetores s@ao colineares, mas o
tamanho do novo vetor é |a| vezes o tamanho do vetor original. Além disso, se o for um
niimero negativo, o sentido do novo vetor serd oposto ao do vetor original (ver figura abaixo).

Dizer entao que A(au) = aAu significa dizer: “tomar a imagem de um vetor v multipli-
cado por o é o mesmo que tomar a imagem de u e depois multiplicar por «”. Isto mostra
que, se conhecermos Au entao saberemos quem é A(au) para qualquer a!!

A soma de dois vetores é vista geometricamente pela Lei dos Paralelogramos. Se u; =
(x1,91) € uz = (22,y2) entdo

uy +ug = (1 + T2,Y1 + Y2) ,

como mostrado na figura abaixo.
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au u+u,
(a>1)

qu %
(a<0)

Dizer que A(u; + us) = Auq + Aus significa: “obter a soma por meio da Lei do Parale-
logramo e depois aplicar a transformacdo A é o mesmo que aplicar a transformagio a cada
um dos vetores e depois somar pela Lei do Paralelogramo”.

Vejamos a principal conseqiiéncia da linearidade. Para isso, chamemos a atengao para
dois vetores especiais do plano: e; = (1,0) e es = (0,1). Eles sdo chamados de vetores
canénicos. Sua importancia reside no fato de que se u = (x,y) é um vetor qualquer entdo

u=(z,y) = (2,0) + (0,y) = 2(1,0) + y(0,1) = zey + yes .

Dizemos que u é uma combinacao linear de e; e eq (isto é, a soma de dois vetores, um colinear
a ey e o0 outro colinear a es).
Usando a linearidade, temos entao

Au = A(zey + yea) = xAer + yAesy .

Isto significa que se soubermos Ae; e Aes entdo saberemos automaticamente Awu, para qual-
quer vetor u!! Em outras palavras, a agdo da aplicacdo linear A fica completamente deter-
minada pelo seu resultado em e; e es!

Por exemplo, na figura abaixo mostramos como calcular Au, se u = (1.5,2), se Aey e Aes
forem como ilustrado.
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Isso sugere que o sistema de coordenadas cartesiano original é transferido para um outro
sistema de coordenadas, medido a partir de combinagoes lineares de Ae; e Aes.

Fica reforcado assim o carater geométrico dos sistemas lineares. Pois se dermos b no lado
direito do desenho, temos um “método” para achar u tal que Au = b (vide figura abaixo).
Basta “medir” as coordenadas de b no sistema de coordenadas das combinagoes de Aej e
Aes, e depois procurar no sistema cartesiano tradicional, a esquerda, o vetor que tem essas
coordenadas!

| | | | - -7 _
1 1 1 1 T - -
l l l l TSzl PEs
N N A [T N e N ENY
I l l I S~ 7 PRl
I I I 1 Phalb N -7 T~
1 1 ! | -7 RS P T-a
ST ST /R mTTTo - ~ PR - =
1 1 1 1 O P ~A
% -

l l l l s ~~.
1 1 =l 1 - d T~
1 ! 1 1 =< -7 T~ -
g T SRS,
l l l l Pk Phd S~ -
i S el et it mT T S~ Pt g -
! ! 1 1 T T T~
1 1 [ [ e Tl TS PRl
L _ - __1l___ -1l ___ /,"\\‘ Pid =
1 | | | - T~
1 1 1 1 - ST T~

- - ~
l l l l - ~-<

b=Au

Vale aqui uma observagao bastante pertinente: “os vetores Ae; e Aeg sdo as colunas da
matriz A”. E facil ver a razao:
b
N

ra=(0) (o) = (8) 4= (20 (V) =

Tudo ocorre de forma semelhante em dimensao qualquer n. A soma de vetores também
é obtida pela soma das coordenadas dos vetores. Também como em dimensao 2, a aplicagao
que leva vetores u em vetores Au é linear. Os vetores candnicos sao e; = (1,0,...,0), e =
(0,1,0,...,0), ..., en, = (0,0,...,0,1). Qualquer vetor pode ser escrito como combinagao
linear dos vetores candnicos, pois

u=(T1,T2,...,Tn) =T1€1 + To€2 + ...+ Tpe, .

Isto implica que saber Aey, ..., Ae, permite calcular automaticamente qualquer Au.
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A.6 Existéncia e unicidade de solucoes

Voltando a pensar em dimensdo 2, observe que esse “es- A€ =(—4,6)
quema geométrico” para achar u tal que Au = b ficaria
prejudicado se por alguma razao Ae; e Aes fossem vetores
colineares. Isso aconteceria se os vetores-coluna da matriz
A fossem colineares, como por exemplo na matriz

(% %)

Neste caso, teremos Ae; e Aes como na figura ao lado.

O desastre ocorre se tivermos um vetor b que nao seja colinear a eles e quisermos achar u
tal que Au = b. E fcil ver porque nao vai existir esse vetor: todo vetor u = (x,y) se escreve
como combinagao linear u = xe; + yes, logo Au = xAe; + yAes. S6 que se Aey e Aes forem
colineares entao Au também serd colinear a eles. Em resumo, para qualquer escolha de u,
o vetor imagem Au estard sempre sobre a mesma reta, na mesma diregdo de Ae; e Aes (a
aplicagdo A leva todo o R? sobre uma reta, uma aplicacdo longe de ser injetiva!). Portanto
é impossivel que exista Au = b se b ndo for colinear com esses dois vetores!

Esse tipo de problema ocorre justamente nos sistemas indeterminados. E o caso em que o
sistema nao tem solugao. Por outro lado, se b for colinear a Ae; e Aey entao havera infinitas
solugdes, isto é, infinitas escolhas de w tais que Au = b. Para mostrar isso, escrevemos
Aes = aAe; (j4 que eles sdo colineares, e supondo que Ae; seja nao-nulo), e

Au = xAey + yAes = xheys + ayAer = (x + ay)Ae; .
Ao mesmo tempo, com a hipétese de que b seja colinear a Ae; temos
b= 61481 .

Entao Au = b desde que
r+oy=0,

o que determina uma reta de possibilidades de z e y.
Pensando em geral, em dimensao n, o problema de se achar u tal que Au = b terd solucao
garantida sempre que possamos achar nimeros z1, ..., x, tais que

b=ux14e1 +...+x,4e, ,
isto é, sempre que {Aey, ..., Ae,} formar uma base, pois entdo pela linearidade,

b= A(zie1+ ...+ xne,) = Au,

se chamarmos u = (x1,...,Zy).
Pode-se demonstrar que {Aey,..., Ae,} ndo forma uma base se e somente se um dos
vetores Ae; for combinagéo linear dos demais. Sempre que {Aeq, ..., Ae,} (lembre-se, sdo as

colunas da matriz A) ndo formar uma base, teremos duas situagoes possiveis para a equagao
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Au = b, dependendo de b: se b nao for combinagéo linear de {Aey, ..., Ae,} entdo a equagdo
néo terd solugao; e se b for combinagdo linear de {Aey, ..., Ae,} entdao haverd uma infinidade
de solugdes da equagao (tente mostrar isso!).

Jé4 se {Aeq,. .., Ae,} formar uma base entdo b se escreve de forma dnica como

b=u1x1Aer + ...+ x,Ae, ,

implicando que existe uma unica solugao para Au = b, a saber u = (x1,...,2Zp).

A.7 Injetividade, sobrejetividade... glup!

Valem aqui alguns comentéarios complementares sobre a discussao tedrica que estamos le-
vando. Acabamos de ver que a matriz de coeficientes A nos deixa duas opgoes: 1) para todo
b, Au = b tem solugao (portanto a aplicagdo A é sobrejetiva) e essa solugao é tnica (donde
Au = Av implica u = v, isto é, a aplicacdo A é também injetiva); 2) existe b tal que Au =1b
nao tem solucao (logo A ndo é sobrejetiva) e existe b tal que Au = b tem vdrias solugoes
(logo A néo é injetiva). Ou seja, das duas uma: ou A é bijetiva ou ndo é nem sobrejetiva
nem injetiva.

Uma caracteristica tipica de uma aplicagao linear A é que se A néo for injetiva entdo ha
um vetor w nao-nulo (de fato, uma infinidade deles) tal que Aw = 0. Pois se A nao é injetiva
entao existem u e v, com u # v, tais que Au = Av. Logo Au — Av = 0, e pela linearidade

A(lu—v)=0.

Chame w = u — v. Esse vetor é nao-nulo porque u # v, e assim demonstramos nossa
afirmativa.

Para ilustrar, apliquemos essas idéias ao problema de interpolacao polinomial da Segao 1.5.
L& queriamos passar o gréfico de um polinémio p(z) de grau n — 1 por n pontos fixados (com
abscissas distintas). Isto é, dados (z1,v1),. .., (Zn,yn) querfamos achar p(z) = ag + a1z +
oo+ ap_1z™ ! tal que p(x1) = y1,-..,p(Tn) = Yn, € iss0 nos levou imediatamente a um
sistema linear onde as incégnitas sao os n coeficientes do polinémio:

2 n—1
1 = 2y ... = ag Y1
1z 3 ... ab! a Y2
1 oz, 22 ant Qn—1 Yn

Queremos mostrar que essa equagao sempre tem solugao e essa solugao é tnica. Como
vimos acima, isso acontece se e somente se a matriz A dos coeficientes for uma aplicagao
injetiva.

Suponha por contradi¢ao que essa matriz A nao fosse injetiva. Entao existiria um con-

junto de coeficientes w = (ag, a1, - .., a,—1) nao-nulo (isto é, pelo menos um dos coeficientes
diferente de zero) tal que Aw = 0. Ou seja, terfamos um polinémio ¢(x) de grau n — 1 (no
méximo), ndo-nulo, tal que g(z1) =0,...,q(x,) = 0, isto é, com n raizes distintas.

Mas polinémios ndo-nulos de grau n — 1 tém no maximo n — 1 raizes (prove usando
seus conhecimentos de calculo!), portanto chegamos a uma contradigdo, o que mostra que A
obrigatoriamente tem que ser injetival
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Exercicio 1.1 FExplique por que se A for injetiva entdo existe uma e somente uma solu¢do
para a equacdo Au = b.

A.8 O determinante

O determinante da matriz A dos coeficientes de um sistema linear serve como instrumento
para saber se {Ae1, ..., Ae,} é uma base, indicando se o sistema tem ou nao tnica solugao.
De fato, esta Se¢do tem a pretensdo de convencer o leitor de que det A # 0 se e somente se
{Aeq, ..., Ae,} é uma base. A idéia é explicar o que é o determinante de uma forma intuitiva
e geométrica, mas o leitor pode encontrar abordagens diferentes em outros livros.

E preciso salientar que o determinante sera inicialmente definido para um conjunto de n
vetores (em R™) e depois definiremos

det A = det(Aey, ..., Aey,) .

Comegaremos a discussao em dimensao 2, e depois comentaremos sua generalizagao para
dimensao qualquer.

A.8.1 Dimensao 2

O determinante da, de certa forma, uma medida do quanto dois vetores estao perto de ser
colineares. Definiremos o determinante de um par ordenado de vetores (u1,uz), denotando-o
por

det(ul, UQ) y

como sendo a drea do paralelogramo determinado por esses dois vetores, com um “sinal”.
Sendo assim, dois vetores serao colineares entre si se e somente se seu determinante for
nulo. O determinante de uma matriz A 2 x 2 é definido como sendo o determinante do par
(Ael, Aeg)i

det A = det(Aeq, Aes) .

Desse modo, fica evidente que o determinante de A é diferente de zero se e somente se o
sistema Au = b admitir tnica solugdo (ndo importando quais sejam os termos independentes,
isto é, o vetor b da equagdo). Lembrando também que Ae; e Aey sdo as colunas da matriz
A, segue que det A = 0 se e somente se suas colunas forem colineares.

Para que a definigao fique completa, precisamos estabelecer melhor o que é o paralelo-
gramo determinado pelos dois vetores e definir de maneira inequivoca o sinal do determinante.
Além disso, precisamos saber calcular o determinante, e o leitor verda que a definicao dada
aqui coincide com aquela que ele provavelmente ja conhece.

Chamaremos de P(u1,u2) o paralelogramo determinado por u; e ug. Ele é definido como
sendo o conjunto

P(uy,ug) ={su; +tu;0<s<1,0<t<1}.

Isso porque, se 0 < s, su; é um vetor com o mesmo sentido que up, e se s < 1, su; é um vetor
de tamanho menor ou igual ao tamanho de u;. O mesmo ocorre com tus, para 0 <t <1. O
paralelogramo é constituido entao de todas as somas de vetores desse tipo.

O sinal de det(u1,uq) é definido assim, se u; e ug ndo sdo colineares: se (up,uz) pode
ser suavemente alterado até que coincida com o par de vetores candnicos (e1,ez) (na ordem
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correspondente, isto é, u; é alterado até coincidir com ey, e ug com es), de forma que os vetores
nunca se tornem colineares ao longo do processo, entdao o sinal é positivo. Caso contrario
é negativo. Veja dois exemplos com sinais diferentes na figura abaixo. O da esquerda é o
positivo.

b

b

Dai resulta que det(e1,e2) = +1 (sinal positivo e drea igual a 1) e que det(ez,e1) = —1.
Além disso, mais geralmente, det(u1,us) = — det(uq, u1), ou seja, se trocarmos a ordem dos
vetores entao o sinal do determinante sera trocado.

Uma propriedade importante do determinante é a linearidade com respeito a cada um dos
vetores. Ou seja, precisamos mostrar que

det(au, v) = adet(u,v)

e que
det(u1 + uz,v) = det(uy, v) + det(ug,v) .

Observe que se isso for verdade, entao enunciados semelhantes sao véalidos para o segundo
vetor do par. Por exemplo,

det(u, av) = — det(av,u) = —adet(v,u) = adet(u,v) .

Para mostrar as duas propriedades de linearidade recorremos a principios geométricos.
Veja nas figuras abaixo o que acontece em cada caso. No segundo caso, o principio de Cavalieri
garante que a drea de P(uy,v) mais a drea de P(ug,v) é igual a drea de P(uy +ug,v) (atengao,
a figura é no plano, ndo se trata de desenho em perspectival).

P P(y+y,v)

V// ' / - 2
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Esse argumento convence facilmente no caso em que det(u,v) e det(uz,v) tenham o
mesmo sinal. Se esse nao for o caso, entdo sugere-se provar que

det(uy,v) = det((ug + u2) + (—u2),v) = det(ug + ug,v) + det(—ug, v) ,
pois é facil ver que det(—ug, v) = —det(ug, v).
Com essas propriedades todas garantimos o calculo de qualquer determinante. Para ver

isso, escrevemos u; = (x1,¥1), u2 = (T2, y2), mas lembramos a outra forma de escrever esses
vetores, como combinagao linear de e1 e ea: u; = x1e1 + y1e2 € ug = x2e1 + Yoeo. Entao

det(ui,uz) = det(zier +yiea, vae1 + yaez)
= X1 det(el, TIoe€1 —+ y262) + Y1 det(eg, TIoe€1 —+ y262) y

aplicando a linearidade no primeiro vetor do par. Aplicando novamente a linearidade no
segundo vetor do par, temos

det(u1,us) = 71 (w2 det(eq, 1) + yo det(er, e2)) + y1 (v2 det(ez, e1) + y2 det(ea, €2)) .
Como det(e1,e1) = det(eg, e2) = 0, det(eq, e2) = +1 e det(eg, e1) = —1, entdo

det(u1,u2) = z1y2 — T2y -

(¢ 3)

os vetores coluna sao u; = (a,c) e ug = (b,d), de forma que

Numa matriz

det A = ad — be.

Bom, essa é a férmula usual do determinante que aprendemos desde o Colégio!!
Vale a pena lembrar as propriedades essenciais do determinante que permitem calculé-lo
para qualquer par de vetores:

1. det(e1, e2) = 1 (normalizagao);
2. det(u,v) = —det(v,u) (alternancia);

3. det(au + fv,w) = adet(u, w) + Gdet(v,w) (linearidade).

A.8.2 Dimensao 3

Em dimenséo 3, podemos definir o paralelepipedo P(uq,us,us), onde w1, ug, ug sdo vetores
de R3 como o conjunto

P(uy,us,uz) = {ruy + suz + tuz; 0 < r st <1}

(néo ¢é dificil ver o que seria um paralelepipedo em dimensdo mais alta, generalizando essa
defini¢ao). O determinante det(uy, us,us) serd o volume desse paralelepipedo, com um sinal
que devemos convencionar.



A.8. O DETERMINANTE 217

De qualquer forma, um determinante nulo corresponde a um conjunto de trés vetores em
que um deles é combinagao linear dos outros, pois dai nao resulta um paralelepipedo com
volume.

O sinal do determinante é convencionado de maneira analoga ao que fizemos em dimensao
2. Se {uy,us,u3} é uma base (ou seja, nenhum é combinagao linear dos outros), o sinal de
det(u1, ug, usz) serd positivo se a trinca ordenada (u1, us, uz) puder ser suavemente deformada
até (e1,eq, e3) sem que nunca deixe de formar uma base.

Essa definigdo é pouco prética: como calcular det A = det(Aeq, Aes, Aeg)? Mais uma vez,
é conveniente demonstrar as propriedades basicas do determinante e usa-las para os célculos.
As propriedades bésicas sdo (tente se convencer vocé mesmo por que elas valem):

1. det(eq, ea,e3) = +1;
2. det(uq,ug,us) = det(us, ui, ug) = det(ug, us, uy)

= —det(us, ug,u1) = — det(uy, us, ug) = — det(ug, us, us);
3. det(au + fv, us, uz) = adet(u, us, uz) + B det(v, ug, ug) .

Na segunda propriedade, note que qualquer troca entre vetores muda o sinal do determi-
nante. A troca pode ocorrer com qualquer par de posi¢bes: primeira com segunda, segunda
com terceira e primeira com terceira. Isso implica em particular que sempre que houver
vetores repetidos na trinca entao o determinante é nulo, pois, por exemplo,

det(u,u,v) = — det(u, u,v) ,
logo det(u,u,v) = 0.
Podemos usar essas regras para calcular o determinante da matriz 3 x 3

a1l aiz2 ai3
A= a2 a2 a3 |,
as31 az2 ass
que é o determinante de seus vetores-coluna, na ordem em que se apresentam. Temos, pela
linearidade (propriedade 3),
det A = det((a11,0a21,a31), (a12, a2, as2), (a13, az3, ass))
= det(aiier + ag1e2 + azies, arzer + axzes + aszes, aize + agzes + aszes)
= anazaizdet(er,er,er) + ... + aziazzazz det(es, es, e3) .
Dos 27 termos sao nao nulos apenas os determinantes det(e;, e;, e) tais que 4, j, k sdo todos
distintos. Logo
det A = a11G22033 det(el, €9, 63) + aj1asza93 det(el, €3, 62)
+azia12a33 det(e, e1, e3) + az1az2a13 det(es, e3, €1)
+aziaizazz det(es, e1, e2) + az1aza13 det e3, ez, €1 .
Todos os determinantes restantes sdo iguais a +1 ou —1. J4 sabemos que det(e1, e2, e3) = +1,
logo det(eq, es,e2) = —1. Isso implica det(es,e1,e2) = +1 e det(es,e2,e1) = —1. Que por
sua vez implica det(es, e3,e1) = +1 e det(ez, e1,e3) = —1. Entao
det A = a11(ag2a33 — asgags) + az(az2a13 — ai2a3z) + azi(ai2a23 — azeaiz) .

Esse é o conhecido determinante de uma matriz 3 x 3!!
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A.8.3 Dimensao n

Em dimensao n existe o conceito de volume - comumente conhecido como hipervolume. No
entanto, vimos que as propriedades de normalizacao, alternancia e linearidade bastam para
definir inequivocamente o valor do determinante de uma n-upla de vetores. Assim, definimos
det(uq,...,u,) através de suas propriedades:

1. Normalizagao: det(ey,...,e,) = 1;
2. Alternéancia: para todo par i,j entre 1 e n, vale

det(uwi, ..., U, oy Ujy .o Up) = —det(ur, .o, U, Uy oo, Up)

3. Multi-linearidade: det(cqu+fv,us, ..., u,) = adet(u, ug, ..., u,)+Bdet(v,us, ..., u,).

Decorre dessas regras que o determinante de uma matriz A = {a;; }nxn é

det A = E Aj11A552 -« - Q4 n det(eil,eiw...,ein) .

(il,...,in)

J& det(eiy, €y, - - ., €;,) é: mulo, se ocorre algum ntmero repetido na lista (i1, ...,4,); +1, se
(i1,...,1,) pode ser levado em (1,2,...,n) por um nimero par de trocas de posigoes; e —1
se ((i1,...,in) pode ser levado em (1,2,...,n) por um nimero fmpar de trocas de posicoes
(é necessario observar que se (i1, .. .,i,) pode ser levado em (1,...,n) por um niimero par de
trocas de posigoes entdo nao hd como fazer o mesmo com um ndmero {mpar, e vice-versa).

Sem falarmos em hipervolume, verificamos também das trés propriedades que se um dos
vetores for combinagao linear dos demais entao o determinante é nulo. Isso porque

det(aoug + ...+ Qpup, g, ..., uy) =

= agdet(ug,ug,...,up) + ...+ apdet(uy, ug, ..., u,) =0,

pois vetores repetidos levam a determinante nulo, por causa da regra de alternancia.

A implicagdo contrédria ndo é tdo 6bvia, a partir das trés propriedades: mostrar que se o
determinante é nulo entao um dos vetores é combinacao linear dos outros.

Provaremos a afirmacao equivalente: “se os vetores ui,...,u, formam uma base entdo
det(uq,...,u,) € nao-nulo”.

Primeiro relacionamos det(u1,...,u,) com o determinante de uma matriz: definimos A
como sendo a matriz tal que Ae; = uq, ..., Ae, = un,, isto é, tal que suas colunas sejam os
vetores uy, ..., u,. Entdo det A = det(uq,...,u,). O que queremos mostrar é que det A # 0
e a hipétese que temos é que os vetores Aey, ..., Ae, formam uma base.

Primeiro observamos que A tem uma inversa. Para entender por que, basta ver que para
todo b € R™ é possivel encontrar u € R™ tal que Au = b (j& vimos que para aplicagoes lineares
a sobrejetividade implica automaticamente na bijetividade). Ora, como {Aeq,..., Ae,} é
base entao existem nimeros z1, ..., z, tais que

b=x1Ae1 + ... +x,Ae, .

Logo
b=A(z1e1+ ...+ zpen)
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e encontramos u = (Z1,...,Ty).

A inversa de A é denotada por A~!, portanto u = A~'b.

Na Secéo 2.3 vamos mostrar que se A tem inversa entdao det A # 0, o que completa a
demonstracao. Para isso, usaremos o proprio método de resolucao dos sistemas lineares, o
Método de Escalonamento, do qual iremos falar no préoximo Capitulo.

No entanto, podemos seguir outro argumento, baseado na seguinte férmula: se A e B séo
matrizes quadradas de tamanho n entao

det(AB) = det A -det B .

Esta formula pode ser deduzida das propriedades do determinante, mas nao o faremos aqui.
Ao invés disso, daremos uma intuicdo geométrica de sua veracidade, logo abaixo.

A aplicacdo da férmula se faz assim: como A tem inversa A~!, escrevemos AA~! = Id.
Isto porque se aplicarmos A~! a um vetor e depois aplicarmos A voltaremos ao vetor original.
Ou seja, AA~'u = u para qualquer u e AA™! s6 pode ser a identidade. Pela férmula do
determinante, temos

det(AA ) =det A-det At = detIld =1,

portanto det A nao pode ser nulo.

J& para entender a intuigdo geométrica da férmula det(AB) = det(A) det(B), de forma
nao rigorosa, lembremos que det A representa o volume com sinal de P(Ae,...,Ae,) (o
leitor pode pensar em dimensao 3). O paralelepipedo P(Aeq, ..., Ae,) é a imagem pela
transformagao A do paralelepipedo P(ey, ..., e,), de volume unitdrio. Da linearidade decorre
que todo paralelepipedo formado por multiplos dos vetores candnicos, quando transformado
por A, tem seu volume multiplicado por det A. Dai decorre (intuitivamente, mas ndo tao
facilmente do ponto de vista matemaético) que o volume de qualquer conjunto é multiplicado
por det A pela transformacao A.

A intuigdo pode ser assim expressa: o conjunto é aproximado por pequenos parale-
lepipedos disjuntos, cujo volume total estd proximo do volume total do conjunto, e quanto
menores forem esses paralelepipedos melhor serd a aproximagdo. Ao transformarmos o con-
junto pela aplicagao A, podemos imaginar também a transformagao desses pequenos parale-
lepipedos, que tera seu volume multiplicado por det A.

Portanto, se aplicarmos B e depois A, o volume dos conjuntos serd multiplicado por det B
e depois por det A. Este é o sentido da férmulal!

A.9 Quadro comparativo

Para resumir tudo o que dissemos até agora sobre a existéncia e a unicidade de solugoes de
um sistema linear, facamos um quadro comparativo que ilustra as unicas duas alternativas
que podem ocorrer para a matriz de coeficientes A, quando se quer resolver um sistema linear
Au=0b.

Alternativa 1.

1. Para qualquer b, sempre existe tnica solugdo para Au =b
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2. A é bijetiva, como transformacao linear

3. Au =0 implica u =0

4. As colunas de A sao linearmente independentes
5. As linhas de A sao linearmente independentes

6. det A #£0

Alternativa 2.

1. Ou b é tal que Au = b ndo tem solugdo ou b é tal que Au = b tem infinitas solugoes, e
sempre existem exemplos dos dois casos

2. A n&o é nem injetiva nem sobrejetiva
Existe u # 0 tal que Au =10
As colunas de A sdo linearmente dependentes

As linhas de A sdo linearmente dependentes

&S ok W

detA=0



Apéndice B
Revisao de Calculo

Este Apéndice é uma revisao breve e informal dos principais conceitos de Célculo de uma
variavel.

B.1 Derivadas

Considere uma fungao real f(z). A inclinagdo
do gréfico de f no ponto (z, f(z)) é dada pelo
limite do quociente f(x+h)

flz+h) - fx)
h

f(x+h)—F(x)

) — ‘

quando h tende a zero (pela direita ou pela ! !
esquerda). X x+h

Esse limite é denotado por
f'(@),
e a fungdo f’(z), que d4 a inclinagdo do grafico para cada x, é chamada derivada da fungdo
f
Por exemplo, se f(z) = 2?2, o gréfico de f é uma pardbola, e a derivada, para cada x, é o
limite de
fla+h) - f(x) _ (z+h)?—a?

h h T

Evidentemente, quando h tende a zero, o limite é igual a 2z, e portanto f'(x) = 2z se
fla) =22

Algumas derivadas usuais. A funcdo constante f(z) = ¢ tem derivada nula em todo
ponto: f'(z) = 0 (pudera, o grifico de uma funcdo constante é uma reta horizontal). A

derivada de uma fungdo afim f(x) = ax + b é uma funcdo constante: f'(z) = a, pois a
inclinagao do gréfico (que é uma reta) é sempre dada pelo coeficiente a. Pode-se mostrar

221
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também que se f(z) = 2™, com n inteiro (negativo ou positivo) porém diferente de zero, entédo
f'(z) = na"~!. Por exemplo, se f(z) = z, entdo f'(z) =1-2° =1, ouse f(z) =27t =1
entao f'(z) = -2 % = — L.

Temos também as derivadas de fungoes trigonométricas. Se f(z) = sinzx entdo f'(x) =

cosz, e se f(x) = cosx entdo f'(x) = —sinx. Para obter essas derivadas é preciso mostrar
antes que

. sinz

lim =1,

z—0 X

resultado que pode ser obtido de forma geométrica.

Poderiamos discorrer um pouco mais sobre derivadas, falando de outras fungoes e de
regras de derivagao de fungbes mais complicadas. Deixaremos porém essa discussao para
logo adiante. S6 faremos antes uma observagao que certamente ja nos ampliard bastante
o leque de fungdes que sabemos derivar. Digamos que uma fungio h(z) se escreva como
combinagdo linear de duas outras fungdes f(x) e g(z), isto é,

h(x) = af (z) + by(a)

Entao a derivada de h é a combinagao linear das derivadas:

W(z) = af'(z) +bg'(z) .

Em particular, a derivada da
fungao f(z) + C é igual a de-
rivada da fungdo f(x), pois a
derivada da funcgao constante é
zero (veja na figura ao lado duas
fungoes que diferem apenas pela
adigdo de uma constante).

B.2 Primitivas

Podemos agora colocar o seguinte problema: “dada uma fun¢do g(x), achar uma fun¢do f(x)
cuja derivada f'(x) seja igual a g(x)”. E um problema “inverso” ao de achar a derivada.
Qualquer fungdo f(z) cuja derivada seja igual a g(x) serd chamada de uma primitiva de g(z).

Por exemplo, queremos achar uma primitiva de g(z) = 2. Ora, sabemos que a derivada
de 2 ¢ 32 (pela Segdo anterior), portanto f(z) = $2® é uma primitiva de g(z) = #? (o fator
de % é necessario para se cancelar o expoente que “cai” ao se derivar).

Esse problema levanta duas questoes: primeiro, serd que sempre existe uma primitiva
para a funcao g7 E se existe, serd que é tnica?

Vejamos primeiro que nao ha chance de s6 haver uma primitiva para cada funcao. Por
exemplo, suponha que encontramos uma primitiva f(z) para g(z), isto é, f'(x) = g(x). Agora
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consideramos uma outra fungéo F(x) = f(x) + C. Pelo que vimos na Segdo anterior,

Fl(x) = f'(z) = g(x) .

Em outras palavras, se encontrarmos uma primitiva f(x) entdo todas as fungdes do tipo
f(z) + C serdo também primitivas, para qualquer valor de C.

A pergunta natural que viria em seguida seria: e além dessas, serd que ha outras primiti-
vas? A resposta é ndo. Suponha que fi(x) e fa(x) sejam duas primitivas da mesma fungao
g(x), isto é,

fi(x) = g(a) = fi(x) .

Agora considere a fungéo F(x) = f1(z) — f2(x) que para cada valor de  d4 a diferenga entre
os valores das duas fungoes. Entao

Fl(x) = fi(z) = fa(z) = g(x) — g(x) =0,

para qualquer x. FEntao a funcao diferenga tem inclinacao zero, ou seja, é uma funcao
constante (se o dominio tiver s6 um pedago):

F(z)=C.

De onde concluimos que f1(z) = f2(x) + C!!

Colocando em palavras, acabamos de demonstrar que se duas fungoes sao primitivas da
mesma funcao entao elas necessariamente diferem por uma constante. Isso tem conseqiiéncias
praticas importantes: se encontrarmos uma primitiva entao automaticamente conheceremos
todas as outras!

Voltaremos ao assunto apds a Secao seguinte.

B.3 Integral

Considere uma fungao f(x) definida no inter-
valo [a, b], ndo-negativa, como mostra a figura
ao lado. A area da regiao acima da abscissa e
abaixo do gréafico da funcao é chamada de inte-
gral de f no intervalo [a, ], e recebe a notacao

/ab f(z)dx .
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A integral também pode ser definida para
fungoes que assumem valores negativos. Nesse
caso, nao podemos interpretar a integral como
area, a nao ser que usemos a idéia de “area
com sinal”, isto é, a area é contada positiva-
mente quando a fungao é positiva e negativa-
mente quando a funcdo é negativa. Assim, na
figura ao lado temos

b
/ f(ill)d.’l? = A1 —AQ +A3 y

onde A1, Ay e Az sdo as dreas das regides som-
breadas.

Também devemos convencionar o significado do simbolo acima da integral quando a nao
é menor ou igual a b. A convencgao é a seguinte: se a > b entdao

/abf(x)dx = —/baf(x)dx .

Em palavras, fazer a integragao do extremo direito para o esquerdo resulta no mesmo que
fazer da esquerda para a direita, s6 que com o sinal oposto.

Com essa regra, obtemos a seguinte propriedade, para qualquer trinca de nimeros a, b, c,

nao importando sua ordem:

/abf(x)dx—k/bcf(x)dx = /acf(x)dx .

Isso parece 6bvio no caso em que a < b < ¢, mas confira a validade da férmula em outros

casos!

B.4 A integral indefinida

Na Secgao anterior, falamos da integral de uma funcao entre dois extremos fixos. Se resolver-
mos mudar um dos extremos, obteremos um resultado diferente para a integral, mesmo que
a fung@o nao se altere. Isso sugere que um dos extremos do intervalo de integragao possa ser
considerado uma wvaridvel, do qual depende o valor da integral da funcao.
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Por exemplo, considere a fungao linear g(x) =
z, e fixe 0 como um dos extremos de inte-
gragao. Quanto vale

/Ow g(x)dz ?

Ora, se w > 0, a integral é a drea do triangulo-

~ 2
retangulo esbogado na figura ao lado: “-.

mas qual seria o sinal?
Primeiro vemos que a drea deve ser contada negativamente, pois & esquerda do zero g(z) é
negativa. Por outro lado, se w < 0 entao a integral esta sendo percorrida da direita para a
esquerda, o que acarreta uma segunda mudanca de sinal. Isso implica que também no caso
w < 0 a integral vale “’72 Concluimos que

Se w < 0, a integral é também, em valor absoluto, igual a “’72,

w w2
/ xdr = — |
0 2
para qualquer w.

Agora podemos criar uma fungdo que a cada w associe a integral de g de 0 a w, e
chamaremos de f essa funcao:

fluy = | " gy

No exemplo, g(x) = z, e portanto

,w2

f(w)z/ow:rd:r=7.

Essa fungao f é chamada de uma integral indefinida de g. Ela é apenas uma e nao a integral
indefinida porque o extremo fixo de integracao foi escolhido arbitrariamente.

Por exemplo, considere outra integral indefi-
nida f, onde o extremo fixo de integracao seja
1 e nao 0:

fl(w) E/lw:rd:r.

Quanto vale f(w)?
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Observe que, pela regra de integragao das triplas a, b, ¢, podemos escrever

1 w w
/ xdx + / zdx = / zdx .
0 1 0

O primeiro termo do lado esquerdo vale % Além disso, o segundo termo do lado esquerdo
da equacao é a funcdo f(w), e o lado direito da equacao é f(w). Entao

Flw) = Flw) + 3 .
2

e as duas fungoes diferem por uma constante. Alids esse fato é bastante geral, e suas razoes

saltam a vista imediatamente desse exemplo: as integrais indefinidas de uma fungao, assim

como suas primitivas, diferem umas das outras por uma constante.

E serd que ha alguma relagao entre as primitivas e as integrais indefinidas? Respondere-
mos a essa pergunta na proxima Segao.

Antes de prosseguir, facamos uma observagao a respeito da notacao. Sempre falamos de
fungoes dependentes da varidvel x, mas agora apareceram funcoes que dependem da varidvel
w! Ora, esses nomes, r € w, sa0 apenas nomes, que a fungdo nao interessam. Assim, se
flw) = sz e queremos avaliar f(x) entdao teremos f(z) = %2 O que interessa é que essa
fungao em particular toma um nimero qualquer em seu dominio, eleva-o ao quadrado e divide
o resultado por dois. Tanto faz se indicamos esse processo por f(w) = w; ou por f(z) = é!

Entendido isso, pode-se perguntar entao porque nao definimos de uma vez

flz) = /Omxdx ?

Por que nao usar de uma vez a varidvel £ como extremo de integracao? Trata-se ai de um
cuidado que tomamos para ndo misturar as coisas. A varidvel indicada dentro da integragao
muda enquanto os extremos estéo fixos. Para cada x, temos que percorrer o intervalo [0, x|
para calcular a integral. E mais justo, portanto, usar um outro nome para indicar esse
processo, evitando assim confusoes. Seria preferivel entao escrever

f(sv)=/0mtdt,

o) = [ .

usando, enfim, qualquer letra que nao seja aquela utilizada nos extremos da integragao.

ou

B.5 O Teorema Fundamental do Calculo

Nas segOes anteriores vimos o que sao primitivas e integrais indefinidas de uma funcao g.
Uma primitiva de g é qualquer fungao f cuja derivada é igual a g, e uma integral indefinida
¢é qualquer funcao da forma
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O Teorema Fundamental do Célculo diz exatamente que as integrais indefinidas de g sdo
também primitivas de g.

Argumentaremos em favor do Teorema, sem excesso de tecnicalidades. O importante é
entender por que ele é verdadeiro.

Considere a integral indefinida de g, dada por

fw) = [ "ty

Para mostrarmos que essa fun¢do é uma primitiva de g basta mostrar que f'(z) = g(x).
Lembramos entdo de como definimos a derivada f'(z): é o limite da expressao

fle+h) - fz)
h

quando h tende a zero. Ou seja, é o limite de

([ - [ o).

Lembrando que x+h
x+h x x+h \f;( g(t)dt
[ awie= [ gwar+ [ gar.
o limite que pretendemos examinar se torna g

. / g(t)dt .

Agora olhemos bem para essa expressao, e observemos a figura. A integral é feita no
intervalo [z, x + h] (de largura h, evidentemente), e a fungdo ali tem altura de aproximada-
mente g(x), se h for bastante pequeno. Portanto a integral estd préxima do valor h - g(x).
Lembrando que ainda temos que dividir por h, entdo toda a expresséo fica quase igual a g(x),
e levando ao limite serd exatamente igual a g(z).

Interpretando geometricamente, significa que a inclinagao de f em x serd tanto maior
quanto maior for o valor g(x). Pois f(z 4 h) serd f(z) mais a integral de g entre x e x + h,
que vale aproximadamente h - g(x), ou seja

flz+h)~ flx)+h-g(x).

a X X+h

pone fo+h) — £(2)
x + — Jlx
R L CF
No exemplo da Seg¢ao anterior, vimos que f(z) = é é uma integral indefinida de g(z) = x.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, f(x) deve ser também uma primitiva. De fato,
fl(x) =32z ==
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B.6 A praticidade do Teorema Fundamental do Calculo

Veremos agora que o Teorema Fundamental do Calculo opera um verdadeiro milagre. Ele
torna o cédlculo de dreas e integrais uma tarefa muito mais facil do que poderiamos imaginar!
Suponha que queiramos calcular a integral de uma fungéo g no intervalo [a, ]:

/abg(t)dt .

Poderiamos olhar essa integral da seguinte forma. Chamamos de F' a integral indefinida de
g com extremo fixo de integracao igual a a:

Isso faz com que a integral que queremos calcular seja o valor de F' em b, isto é, F'(b). Observe
também que F(a) = 0.

Por outro lado, F' é uma primitiva de g, de acordo com o Teorema Fundamental do
Célculo. Suponha que por alguma razdo ji conhecamos alguma primitiva f(z) de g(z).
Isso pode parecer estranho, mas é algo muito comum quando sabemos derivar uma grande
quantidade de fungoes. Por exemplo, se g(x) = 23, sabemos que f(z) = % é uma primitiva
de g, porque sabemos a regra de derivagao das poténcias.

Como F(x) e f(x) sdo ambas primitivas de g, entdo elas diferem por uma constante,
digamos C"

fl@) = Fx) =C,

para todo z no intervalo [a,b]. Se escolhermos = a ou x = b a equagio continua vélida:

fla) = F(a) = C = f(b) = F(b)

de onde tiramos que
F(b) = F(a) = f(b) — f(a) .

Mas F(b) = F(b) — F(a) era exatamente a integral que querfamos calcular!
Resumindo: para qualquer f(x) primitiva de g(x) temos

O calculo da integral torna-se uma simples tarefa de subtragao, desde que ja conhegamos
uma primitiva da funcao!!

Por exemplo, qual é a drea sob o grafico da funcio g(z) = 2® para z variando no intervalo
[1,2]? Ora, como f(z) = %4 é uma primitiva de g(x), entdo

2
[ ea=s@-r=% -5 =1

1

Fécil, nao?!



B.7. O LOGARITMO 229

Existe uma notacao que facilita a vida quando calculamos integrais na pratica. Escreve-
mos

FOl; = f(b) = fla) .

2 4

t
/ t3dt = —
1 4

Outra notagao bastante utilizada se aproveita do fato de que primitivas e integrais in-
definidas sdo a mesma coisa. Entdo, quando queremos dizer que f(x) é primitiva de g(x)
escrevemos

Assim, com essa notacao,

1

sem indicar extremos de integracao. A constante somada é simbdlica e apenas indica que
a expressao dada em f(z) ndo é a tUnica primitiva de g, e as demais podem ser obtidas
somando-se uma constante a ela. Essa notagao é conhecida como nota¢do de Leibniz. Por
exemplo,

/sinx:—cosx+0.

B.7 O logaritmo

Uma das fungoes mais importantes definidas a partir de uma integral indefinida é o logaritmo
natural. A abordagem que seguiremos aqui para falar de logaritmos, exponenciais, etc, nao
é das mais usuais, porém talvez seja mais ficil até do que aquela que estamos acostumados
a ver desde os tempos do colégio. Ao final nada do que ja sabiamos anteriormente sera
derrubado. Pelo contrario, iremos chegar a nossas certezas através de uma argumentagao
logica.

Considere a fungéo g(x) = %, cujo gréfico

estd desenhado ao lado. Essa fungao diverge
em z = 0 e nao estd definida nesse ponto.
Restringiremo-nos de inicio & parte positiva
do dominio e definiremos, para x > 0, o loga-
ritmo natural de x como sendo a integral de g

de 1 até x:
1
lnxz/ —dt .
1t

Observe no desenho que, para x > 1 essa funcdo é positiva e representa a drea sob o
grafico de g no intervalo [1, z]. Para 2 < 1, no entanto, a integral corre em sentido contrério,
logo vale o negativo da area sob o grafico. Além disso, evidentemente, In1 = 0.
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Lembremos sempre que essa fungao, por ser uma primi-
In X tiva de % tem derivada exatamente igual a %:

(Inz) = 1 :

T

1 O grafico de In x estd esbogado ao lado. Quando x tende
a zero a fungao tende a —oo e quando x tende a infinito
a funcao também tende a infinito. KEsses fatos podem
ser demonstrados levando-se em conta os comentarios
abaixo.

A propriedade mais marcante que conhecemos é que “o logaritmo do produto é a soma
dos logaritmos”, isto é,
Inzy=Inz+1Iny.

Essa propriedade pode ser deduzida da definicao que demos. Pois isso é o mesmo que provar

que
= 1 1 vy

/ —dtZ/ —dt-i—/ —dt .
1t 1t 1t

Para tanto, separamos a integral do lado esquerdo em dois pedagos:

/ —dt:/ —dt+/ 1dt.
1 t 1 t T t

S6 falta verificar que f;y %dt é igual a fly %dt.

A integral fly %dt é a area da regiao A na figura ao lado,
dada por

A={(t,s); 1<t<y,0<s<1/t},

e a outra integral, f;y %dt é a éarea da regiao B, dada
por

B={(t,s);z<t<zy,0<s<1/t}.

Mostremos a seguinte afirmagao: “(¢,s) é um ponto de A
se e somente se (xt, %s) € um ponto de B”. Assim, B é
obtido de A pela multiplicagdo por z na horizontal e por
% na vertical. Em termos de area, as duas multiplicagoes
se cancelam, e a drea de B tem que ser igual a area de

A.
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J4 a afirmagdo é mostrada assim: (t,s) € Aseesomentese 1 <t<yel<s< %, que
ocorre se e somente se x <zt < xy e < %s < %, ou seja, (xt, %s) € B.

Da férmula In zy = In z + In y decorre, por exemplo, que Inz"” = nlnx, se n > 0 € inteiro.
Para ver isso, primeiro verificamos quesen = Oentdioz” =2 =lelnz’ =ln1 =0=0-Inz.

Se n = 1 a féormula também esta trivialmente correta. Se n > 2 basta fazer a recursiao
Inz" =Ilnz-z" !
=lnz+hz" '=nr+nz- "2

=2Inxz+Inz""

=nlnx.

Além disso, como In1 =1Inz - % =Inz+ ln% entao

1
In—=—-Inz.
x
Assim podemos dizer que Inz™"™ = —nlnz, e que a férmula também vale para os inteiros

negativos.
Tendo entao a defini¢ao do logaritmo natural, podemos definir outros logaritmos. Se b é
positivo e b # 1, chamaremos de logaritmo de x na base b ao niimero

log,x = — .
ST = Tnb

Essa definicdo pode parecer estranha. Afinal, a definicdo a que estamos acostumados diz

assim: o numero r = log, x é aquele tal que

V' =ux.

Mas essa propriedade pode ser demonstrada (em vez de definida). Pois se n é um nimero

inteiro e b™ = z entao
Inx _ Inbd™ _ nlnb _

Inb Inb Inb
E quanto a poténcias com nimeros nao inteiros? A principio nao sabemos o que isso
significa, mas podemos adiante defini-las inspirados no que vimos acima.

log, x =

Antes, porém, observemos que o logaritmo natural é um
logaritmo em alguma base. Suponha que achemos um
namero e tal que Ine = 1. Entao

Inz Inz i

Ing=— = — =log,z.
nxr 1 lne ogex

Esse ntimero e existe e é chamado de numero de Fuler.
Ele vale, até a nona casa decimal depois da virgula,

2.718281828. ..
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Outra definigado que provém do logaritmo natural é a da funcao exponencial. A fungao ex-
ponencial é a inversa da fungao logaritmo natural e é denotada por exp(z). Geometricamente,
se quisermos achar exp(x), temos que

e desenhar o grafico do logaritmo natural
e localizar = na ordenada (e nao na abscissal)

e procurar exp(z) como o inico ponto da abscissa tal que (exp(z), z) esteja sobre o gréfico
(ver figura abaixo, & esquerda).

In X

exp(x

------ exp(x)

Entao o grafico da exponencial assume o aspecto da figura acima, a direita. Enquanto o
dominio do logaritmo natural é o conjunto dos ntimeros positivos e sua imagem o conjunto
de todos os nuimeros reais, com a exponencial ocorre o inverso: ela estd definida para todos
os numeros reais, mas s6 assume valores positivos.

Lembremos também que a defini¢do geométrica dada acima significa que exp(lnz) = z,
para todo = > 0, e que In(exp(z)) = x, para todo .

A exponencial tem a seguinte propriedade: “a exponencial da soma € o produto das
exponenciais”. Matematicamente,

exp(z +y) = exp(x) - exp(y) -
Isso ocorre pois, por um lado
z+y=Inexp(z +y),

€ por outro
r+y =Inexp(z) + Inexp(y) = In(exp(z) - exp(y)) ,

de onde segue a igualdade.
Agora, inspirados no fato de que para niimeros inteiros n e b > 0 vale

b" = exp(Inbd™) = exp(nlnd) ,
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definiremos a operacao de potencia¢do b", com b > 0 e r qualquer:
b" = exp(rinb) .

E facil ver que b"b* = b" ¢, que decorre da propriedade da exponencial que acabamos de
demonstrar. Dai temos que, por exemplo,

b3 . b3 — b

(M

t3—pl=p.
ou seja, )
bz = Vb .
Isso explica por que denotamos bn = /b,
Finalmente, é interessante notar que, com essa definicao,

e’ = exp(xlne) = exp(z) ,

isto é, a exponencial é a potenciagdo do ntiimero de Euler e!

B.8 O Teorema do Valor Médio

Cientes do fato de que o célculo de integrais depende de nossa capacidade de achar primitivas,
o que por sua vez depende de nossos conhecimentos sobre derivacao de fungoes, voltemos ao
estudo das derivadas! Nesta curta Se¢ao, enunciaremos o Teorema do Valor Médio. Depois,
nas demais segoes, obteremos regras de derivacao e delas conseguiremos também métodos de
primitivizagao.

Imagine uma funcdo definida num intervalo [a,b], cujo
grafico é mostrado na figura ao lado. Agora trace uma
reta L ligando os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) (indicada
na figura por uma linha tracejada). A inclinagao dessa
reta é dada por
f(b) ~ f(a) e

b—a

7o)

a c b
O Teorema do Valor Médio diz que existe (pelo menos) um ponto ¢ no intervalo [a,b] tal

que a reta tangente a (c, f(c)) € paralela & reta L. Como a inclinagdo dessa reta tangente é
dada por f’(c), entdo o Teorema do Valor Médio diz que existe ¢ € [a,b] tal que

/ f(b) = f(a)
fe) = T b_—a
ou tal que
f(e)b—a)=fb) - fla).
O Teorema do Valor Médio também tem sua versao em termos de integrais. Seja g uma
fungao continua no intervalo [a, d], e seja f sua primitiva. Entao existe ¢ em [a, b] tal que

b
/ g(t)dt = f(b) = f(a) = f'(c)(b—a) = g(c)(b—a) .

Ou seja, a integral pode ser trocada pela integral da fungao constante g(c), que vale g(c)(b—a).
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B.9 A Regra da Cadeia

Freqiientemente nos deparamos com fungdes compostas, e queremos achar suas derivadas.
Por exemplo, f(z) = sin(2?) é uma funcdo composta, resultante de se aplicar a fungao seno
apos se elevar o nimero ao quadrado. Usaremos o desenho abaixo para representar essa
composicao:

u(x)=x2 v(X)=sen x
X X2 seh(% )

\/

f(x)=sen(x)
De acordo com a figura,
f(x) = v(u(x)) .
A Regra da Cadeia nos d4 uma forma de calcular a derivada de f desde que saibamos derivar
as fungbes que a compdem. A motivagdo que daremos de sua veracidade serd baseada na

hipotese de que as derivadas de u e v sao fungdes que variam continuamente.
Para calcularmos a derivada de f lembremos que devemos examinar o quociente

fle+h) - fz)
h

e calcular seu limite quando h tende a zero.

c(h) /\ d(h) /\

X x+h u(x) u(x+h) f(x) f(x+h)

\/

f

Agora notemos que f(z) = v(u(z)) e f(z + h) = v(u(x + h)). Pelo Teorema do Valor
Médio, existe um ponto d = d(h) (sim, ele depende de h, mas as vezes escreveremos apenas
d) entre u(x) e u(z + h) (acompanhe na figura) tal que

fl@+h) = f(x) =v(u(z+ h) = v(u(@) = v'(d) - (u(@ +h) —u(z)) .




B.9. A REGRA DA CADEIA 235

Além disso, novamente por causa do Teorema do Valor Médio, existe ¢ = c¢(h) entre z e x+h
tal que

wx+h)—ulz)=1d(c)- (x+h—z)=1u'(c) h.

Juntando as duas equagoes, obtemos

flz+h) - f(z)

A =v'(d) -u(c) .

Acontece que quando h tende a zero o ponto ¢(h) tende a x (pois estd entre x e x + h), e 0
ponto d(h) tende a u(x). Como assumimos que as derivadas sdo continuas, entdao u/(c) tende
a u/(z) e v'(d) tende a v'(u(z)).

Assim temos a Regra da Cadeia: se f(x) = v(u(z)) entdo

f'(@) = v'(u(z)) - u'(2) .

E muito comum a Regra da Cadeia ser aplicada quando a primeira funcao é linear. Por
exemplo, se f(z) = cos(2z) (u(z) = 2z, v(x) = cos(z)), entao

f(x) =v"(u(z)) - u'(x) = —sin(2z) - 2 = —2sin(2z) .
Outra aplicagao ocorre com fungdes inversas. Se u(z) e v(z) sdo inversas uma da outra,
entao

para todo = no dominio de v e

para todo x no dominio de u. Isso ocorre por exemplo com as fungoes Inz e e”. Derivando
dos dois lados de qualquer uma das equagoes, usando a Regra da Cadeia, temos

(o)) v(z) =1, v (u(@)) u(z)=1.
Vejamos como isso fica se u(z) = e* e v(z) = Inz. J4 sabemos que v/'(z) = 1 (pela

prépria definigao do logaritmo!). Usaremos a segunda expressao para calcular a derivada de
u(z) = e*. Temos

Conclusao: a derivada de e* é e®!!
Agora também podemos derivar f(z) = b®*. Como b* = ”!?_ entao

f'(x) = (Inb) - e,

pela Regra da Cadeia, isto é,

f'(x) = (Inb)b” .
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B.10 Regras do produto e do quociente

Quando f(z) = u(z)v(x), quanto vale f’(x)? Precisamos calcular o limite
FAf@ 1) = f@)) = 3 {ule + Role + b) — u(w)ola)}
De maneira esperta, subtraimos e somamos u(z 4+ h)v(z), sem alterar o valor da expressao:
% {u(z + h)v(z + h) — u(z + h)v(z) + u(z + h)v(z) — u(z)v(x)} |

e depois a arrumamos de forma conveniente:

v(z + h) —v(x) v(x)u(:zr +h) — u(x)
h h '

u(z + h)
Quando h tende a zero, essa expressao tende a
u(x)v' (z) + o' (z)v(x) .

Conclusao:
(u(@)o(2))" = u'(z)v(z) + u(@)v'(z)

que ¢é a conhecida Regra do Produto. Por exemplo,
(z%e?®) = 22e®® 4 2% - 2¢*° = 2x(1 + x)e*® .

A Regra do Produto também pode ser usada para calcular a derivada de um quociente

desde que v(z) # 0. E s6 pensar que f(z) também é um produto:

) = <Z$§) - <u(x) . ﬁ) — o (@)o(x) + ulx) (%x)) .

S6 que precisamos saber calcular a derivada de ﬁ! Para isso langamos mao da Regra da

Cadeia: ﬁ é a funcao % aplicada apés a funcdo v(z). Como a derivada de 1 é =}, entdo

(585) =5

(5 = e S

Colocando sob 0 mesmo denominador,

Logo
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Essa expressao também é conhecida como Regra do Quociente.

Sugere-se ao leitor testar seus conhecimentos de técnicas de derivacao com as fungoes
trigonométricas, ja sabendo as derivadas de seno e cosseno. Por exemplo, a fungao tangente,
que ¢ seno sobre cosseno, pode ser derivada com a Regra do Quociente. Obter as derivadas
das funcoes secante, cossecante e cotangente. Obter as derivadas das inversas das fungoes
trigonométricas, arcsin, arctan, etc. Em todos os casos procurar desenhar o grafico dessas
fungoes e interpretar as expressoes obtidas!!

B.11 Truques de primitivizagao: integracao por partes

Se rearranjarmos a expressao da Regra do Produto, teremos

u(@)v'(z) = (u(@)v(@)) —u'(@)v(z) .

Havendo a igualdade, os dois lados da equagao terdo as mesmas primitivas (que diferem no
méximo por uma constante):

/ w(z)v' (z)dz = / (u(z)v(z)) da — /  (z)v(z)dz + C .

Como [ (u(x)v(x))" dr = u(z)v(z) + C entdo

/u(x)v'(x)dx = u(z)v(x) — /u’(x)v(x)dx +C.

Essa é a conhecida férmula de Integracao por Partes!
Por exemplo, queremos achar uma primitiva de ze”. Se chamarmos u(z) =z e v'(z) = e
entdo v'(z) =1 e v(z) = e* (na verdade ¢” + C, mas isso nédo fard diferenca, confiral!). Entao

/xemdxzxew—/lemd:v—l—(}':xew—e””—i—C:e””(x—l)—i—C.
Para conferir, basta derivar a primitiva obtida:
(e®(x—1)) =e"(x — 1)+ e = ze”

H&4 que se tomar cuidado para nao se escolher u de forma errada. Se chamaéassemos

u(x) = e® e v'(z) = x terfamos v/(z) = €* ¢ v(x) = 22, e entdo

1 1
/emxda: = —g2e" — / —z?edx
2 2

o que nao melhora nossa situacdo, pois agora precisamos achar a primitiva de 22e®!

B.12 Truques de primitivizagao: substituicao

Se da Regra do Produto decorre a Integracao por Partes, da Regra da Cadeia segue a técnica
de Substituicao. A Regra da Cadeia diz que

flg(@)) = f(g(@)f'(x) .
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Em termos de primitivas, temos

/ £ (@) f (2)de = / f(g(@))dz + C = f(g(x)) +C .

Por exemplo, podemos nos deparar com

[ #atng @y

Se acharmos f tal que f/'(z) = h(x) (isto é, uma primitiva de h) entao

[ o@ng' @ = [ 7oty @iz = flgtan +C .

Embora ao leitor nao pareca acrescentar nada nesse caso, esse processo pode ser automatizado
da seguinte forma:

1. Definir nova varidvel u = g(z), com du = ¢'(x)dz.
2. Substituir na integral a nova varidvel: [ h(u)du.

3. Resolver o novo problema, que é o mesmo que achar uma primitiva de h:
/h(u)du = flu)+C.

4. Retornar o valor de u = g(z), obtendo
flg(2)) +C.

Por exemplo, queremos calcular f 2V1+ 22dx. Fazemos v = 22, donde du = 2zdz.

Ficamos com .
/ 5\/ 1+ udu .

1/2

S6 precisamos saber uma primitiva de (1 4+ u)'/*. Mas esta é facil: tentemos

(14 u)>?.

wl N

2

Substituindo w = z* na resposta, obtemos

/x\/1+x2d:1: =

Em algumas situagoes nao é evidente a substituicao a ser feita. Seja f H(x)dx a primitiva
a calcular. Chame u = g(z), escolha que é apenas uma tentativa e depende do ’feeling’ em
relagdo ao problema. Se for possivel inverter a fungao g entdo teremos r = g~ *(u). Agora
du = ¢'(x)dz, isto é,

1
g(1+352)3/2+O.

du=g'(g7 " (u))dz
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logo
du

7 i)

Entao a substituicao pela nova varidvel leva a

dx = Y (u)du .

[ @) 6 @
Eventualmente é mais facil calcular a primitiva de

H(g™ () - (g7")"(u)

do que a primitiva de H(z). Se F(u) for a tal primitiva, entao basta substituir u = g(z) para
obter a primitiva desejada de H:

/H(x)dx =F(g(x))+C.

Vejamos um exemplo. Queremos determinar [ 2%v/z + 1dz. Podemos fazer a substitui¢ao
u = v/z + 1. Entdo invertemos e obtemos z = u? — 1, com dz = 2udu. Em seguida fazemos
a substituicao na integral, obtendo

/2(u2 —1)%u’du .

Essa primitiva é facil de achar, pois trata-se de um polindmio: basta integrar termo a termo,

para obter
2 4 2
’U,S(g — guz =+ ?U4) =+ O .

Substituindo novamente u por (z + 1)1/ 2. chegamos & primitiva procurada:

2 sp (8 4 )
7(w+1) (15 5:c+:v +C.
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Apéndice C

Foéormula de Taylor

C.1 Introducao

Na Parte II deste livro é abordada a questao da aproximacao de uma fungao por polinémios:
dado um ndmero inteiro n maior ou igual a zero, qual é o melhor polinémio, entre aqueles
de grau menor ou igual a n, a aproximar uma certa funcao continua f definida no intervalo
[a, b]?

Ali a questao s6 pode ser respondida se antes se definir um critério (relativo) de proximi-
dade. Isto é, uma maneira de dizer o quanto um polinémio estd distante de f, que permita
decidir, entre dois dados polinémios, qual é aquele que estd mais perto de f. O critério
adotado é o do “qui-quadrado”: se p é o polinémio entao mede-se

b
Qp) = / (f(z) — p(a))de

que é sempre um nimero maior ou igual a zero.

Esse critério leva em conta a proximidade de f e p em todo o intervalo [a,b]. De nada
adianta que p seja exatamente igual a f em certa parte do intervalo se em outra a diferenga
se torna enorme, fazendo aumentar o valor da integral.

Neste Apéndice estamos interessados em outro ponto de vista para se definir a melhor
aproximacao polinomial de f. Agora ndo estamos preocupados em aproximar f num dado
intervalo fixo, mas sim “na vizinhanca de um ponto”. Fixado um ponto w, nao nos interessara
o que acontece com a fun¢ao “longe” do ponto w.

Tentemos precisar melhor os conceitos. Seja f uma fungao, para comecar continua, e w
um ponto onde ela esteja definida. Sejam p e ¢ dois polindémios. Diremos que p aproxima f
em w melhor do que ¢ se

<1

}p(w) — f(z)
q(z) — f(x)
quando x estd suficientemente perto de w. Ou seja, se tomarmos x suficientemente préximo

de w entdo a diferenca |p(z) — f(z)| fica menor do que a diferenca |¢(z) — f(z)|. Obviamente
a fragao sé é tomada quando o denominador for nao nulo.
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Em geral, teremos que essa fragao vai a zero, o que pode ser expresso da seguinte maneira:
z) — f(z

Lo p@) = f(@)

a—w q(z) — f(2)

Podemos ver alguns exemplos simples, para aos poucos chegarmos a enunciados mais
)
gerais.

=0.

C.1.1 Polinémios de grau zero

Por exemplo, suponha que f seja uma funcdo (continua) que assume o valor A em w. E
suponha que p e g sejam polindmios de grau zero, isto é, sdo polinémios constantes: p(z) = ag
e p(x) = by, para todo z, com ag # by. Para sabermos qual dos polinémios aproxima melhor
a funcao f em w, temos que olhar para o quociente

‘p(ﬂ?) —f@)] _ |ao— f(x)
q(z) = f(x)|  |bo— f(z)

Como f(z) tende a A & medida que z tende a w, podemos ver quais sdo as possibilidades.
Primeiro, se tanto ag quanto by forem diferentes de A, entdo o quociente tende a

ao—A
bo— A’

que sera menor do que 1 se ag estiver mais préximo de A do que bg. Neste caso, como esse é
o valor limite, quando z estiver bem proximo de w o quociente serd também menor do que
1, e entao p aproximara melhor do que ¢ em w. Se for o contrario, isto é, by mais perto de
A do que ag entao serd g que aproximard melhor.

Se ag = A entdo teremos que a diferenga ag — f(z) tende a zero quando z tende a w,
enquanto by — f(z) tende a by — ag. Neste caso a fragdo ird a zero.

Conclui-se portanto que o melhor polindémio de grau zero que aproxima f em w é p(z) =

flw) = A.

C.1.2 Aproximagao da funcao nula

Vale a pena entender também o que se passa com a funcao f(x) = 0, a fung¢ao nula, tomando,
para facilitar, o ponto w = 0. Pela Subsec¢ao anterior, o melhor polinémio de grau zero que
aproxima f em w é p(x) = 0. Também p(zx) =0 =0+ 0- 2 é o melhor polindémio de grau 1
a aproximar f, de fato, para qualquer n é o melhor polinémio de grau n.

Fica para o leitor se divertir em demonstrar (ou verificar) isso.

C.1.3 Aproximagao de grau 1

Vejamos como melhor aproximar uma funcao f em w por um polindmio de grau 1, supondo
que ela seja derivavel.

Em primeiro lugar, é ficil ver que o polindémio p(z) deve ter, como termo de grau zero, o
valor de f em w, pela mesma razao com que o melhor polinémio de grau zero tinha que ser
igual a f(w). Entao

p(z) = f(w) + alz —w)
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(lembrando que polindémios de grau 1 tém retas como grafico, e esta é uma maneira de se
escrever a reta que passa por (w, f(w)) e tem inclinagdo ), ou seja, precisamos apenas
procurar o valor de a.

Como [ é derivavel, entao existe o limite

r—w Tr —w

Isto é o mesmo que dizer que a diferenca

- L) =)
T —w
tende a zero quando x tende a w.
Afirmamos que p(z) = f(w)+ f'(w)(x — w) é o melhor polindémio de grau 1 que aproxima
f em w, em detrimento de outros polinémios ¢(z) = f(w) + a(x —w), com a # f'(w). Basta
olharmos para a fragao

F@) = p@) _ f@) = fw) = [ —w)

f@)—aql@) — fl2) = f(w) —alz —w)

Colocando x — w em evidéncia no numerador e no denominador, ficamos com

f@)—f(w) f’(w)

r—w

f@—Fw) _,

r—w

Quando z tende a w, o numerador tende a zero, pelas consideragoes acima, enquanto que o
denominador tende a f’'(w) — «, que é diferente de zero. Portanto a fracdo toda vai a zero,
mostrando o que haviamos afirmado.

Conclui-se entdo que a melhor aproximacao de grau 1 de f em w corresponde & (dnica)
reta que passa por w e tem inclinagdo f/(w).

C.2 Polinémio e Formula de Taylor

A 1ltima afirmagao da Sec¢do anterior é mais ou menos intuitiva. Ela diz que a melhor reta
que aproxima um grafico em dado ponto é a reta tangente ao grafico nesse ponto.

Outra maneira de se ler essa conclusiao é a seguinte. O polindmio p(z) de grau 1 que
melhor aproxima f em w é aquele tal que p(w) = f(w) e p'(w) = f'(w).

Esta segunda maneira de pensar se presta facilmente a generalizagoes. De fato, pode-se
mostrar (e o faremos logo abaixo) que o polindémio de grau n que melhor aproxima f em w
é aquele (nico) tal que

p(w) = f(w), p'(w) = f'(w), p"(w) = f"(w) ..., p™(w) = f"(w),

ou seja, cujas derivadas até ordem n coincidem com as derivadas de f em w.
E claro que ao fazermos tal afirmacao estamos automaticamente supondo que f pode ser
diferenciada n vezes em w! Para facilitar as coisas iremos supor que a funcdo f é tantas vezes
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diferencidvel quanto queiramos, e além do mais todas as suas derivadas de qualquer ordem
sao fungoes continuas. Esse é, de fato, o caso da maioria das fungbes com que iremos nos
deparar em aplicagdes (obviamente hé excegdes, e nesses casos hd que se tomar os devidos
cuidados).

O leitor pode facilmente verificar, usando as regras de derivagao, que o polinémio

"(w (") (w
po@) = Flw) + F/) (e - w) + L @ w2 L e

satisfaz as exigéncias acima. Este é o chamado polinémio de Taylor de ordem n de f em w.
Antes de examinarmos a veracidade da generalizacao feita acima, podemos também nos
perguntar em que grau é boa a aproximacao por polindmios, em w, da funcao f. Mais
especificamente, podemos investigar a diferenga f(x) — p,(z) quando x se aproxima de w.
De fato, responderemos todas as indagacoes de uma s6 vez. Comecemos examinando
a diferenca entre f(z) e a aproximagdo de primeira ordem p;(z) = f(w) + f(w)(z — w).
Chamemos de Ri(x) (“R” de resto) essa diferenga. Entao

Ry(x) = f(z) = f(w) = f'(w)(z —w) .

A idéia é reescrever essa expressao de forma que possamos avaliar o tamanho de Ry (z). Pelo
Teorema Fundamental do Célculo, temos

Ri@) = [ F 0= e - w)

e, nesta nova expressao, podemos reconhecer a integracao por partes
xT
Ri(z) = / (x —t)f"(t)dt .
w

Podemos agora estimar R;(x), usando o Teorema do Valor Médio, em sua versao integral.
Ou seja, existe £ entre w e x, que depende de x, tal que

Ry(z) = (z —w)(z — ) f"(£) -

Portanto temos
|R1 ()]

& —w|

[z =&l [/ -

Quando z tende a w a diferenca |x — £| tende a zero, uma vez que & estd entre w e x. Além
disso, como estamos supondo que todas as derivadas de f sejam continuas, f”(£) tende a

" (w). Logo
R

T—w |ZL'—’U}| o

Conclui-se entao que o resto nao sé tende a zero quando x tende a w como tende a zero
mais rapidamente do que a diferenca z — w.
A segunda etapa é ver o que acontece com ordens mais altas. Vejamos o que acontece ao
passarmos para ordem 2. Como
[ (w)

p2(z) = p1(z) + T(UC —w)?,
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temos
Ra(z) = f(z) = p2(z) = f(2) = pr(2) - ——(z —w)*.
Mas f(x) — p1(x) = Ri(x), de forma que

Rae) = [ -0 - L -

expressao esta que sai da integracao por partes de

xT

Ry(z) = —/ (x —t)2f"(t)dt .
2 Jw

Usando novamente o Teorema do Valor Médio para a integral, conseguimos mostrar que

LCAE]

a—w |z —w|?

=0.

Prosseguindo indutivamente (fica para o leitor se certificar disto), conclui-se que
f(@) = pn(z) + Rn(z)

conhecida como formula de Taylor de ordem n para f em w, onde

Ra(z) = / C@ - D (1

=l
A funcdo R,, tem a propriedade de que

i [Rn@)

z—w |J? — w|"

=0.

Se delimitarmos um intervalo onde a (n + 1)-ésima derivada de f seja continua, seu
médulo terd um méximo nesse intervalo, que denotaremos por max | f(**+1)|. Como o médulo
da integral é menor ou igual & integral do médulo (em um intervalo orientado positivamente),
temos

1
Rof@)] < —

[ o= tl"lf("“)(t)ldt‘

/)M—Wﬁw

Fazendo um gréfico de | — t|™ entre w e x, e prevendo as possibilidades de que x < w e
w < x, o leitor pode verificar facilmente que

T |z—w| _ ant+1
/ |z —t|"dt| = / udu = lz = wf"™ .
w 0 n+ 1

(n+1)

max £+ )|
R ()] < 2

Entao
max | fCHD]

n+1
e ETel

[ Ry (2)] <
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Podemos agora entender a razao pela qual o polinomio de Taylor p, é a melhor apro-
ximagao de grau n de f em w. Primeiro notamos que

. R, (x
lim 7() =0

z—w (x —w)™
para qualquer m menor ou igual a n (tiramos os médulos para facilitar as coisas, uma vez
que o limite de uma expressao € zero se e somente se o limite do médulo da mesma expressao
é zero). Basta multiplicar o numerador e o denominador por (z — w)™~ ™, ficando com

Rn(x Tz — )™
(JJ—’U})"( ) ’

que vai a zero porque é um produto de dois termos que vao a zero.

Suponhamos agora outro polinémio ¢ de grau (no méximo) n. Como ¢ e p, nao sao
iguais, a diferenca entre eles é um polindmio de grau no maximo n, que podemos escrever
como

U (T — W)™ + a1 (z — W)™+ an (- w)" .

O ntmero m é o grau correspondente ao primeiro coeficiente nao-nulo do polinémio (quando
escrito nessa forma), e pode ser qualquer inteiro entre 0 e n. Entéao

Pu(®) = q(2) = (z —w)™ (am + Q()) ,

n—m

onde Q(x) = ami1(z — W) + amia(z —w)? + ... + ap(z — w) , polinémio que vai a zero
quando z tende a w.
Finalmente comparamos a proximidade de p, e ¢ com f, para mostrar que p,, estd mais

préximo de f em w do que g. Temos
F(@) = pale) _ Ry (2)
f(i[:) - Q(‘T) Rn(x) +pn(x) - Q(‘T) ,

lembrando da prépria definicao de R,. A partir das consideragoes acima, essa fragao pode
ser escrita como

R, (x) 7
(& — w)™am + Qz) + i)

w

de onde nota-se que ela deve ir a zero quando = tende a w.



Apéndice D

Respostas de exercicios
selecionados

1.1 O polinémio interpolador é p(x) = ag + a1z + asx? + asz® onde os coeficientes sdo
calculados pelo sistema linear

1 -1 1 -1 ao 0

1 0o 0 0 ar | 1

1 3 9 27 az | | -1

1 4 16 64 as 0
cuja solugao é ap =1, a; = 1—12, as = —% easz = %.

1.2 p(x) =23 — 222 + 32+ 1

2.4 No loop a esquerda temos —19 + 61; + I3 + 6 + 417 = 0 e no loop a direita temos
415 +2—13—6 = 0. Com a equacgdo I = Iz + I3, obtemos o sistema linear AI = b onde

10 0 1 13
A= 0o 4 -1 eb= 4 Depois do escalonamento com 2 algarismos
1 -1 -1 0
10 0 1.0
significativos, obtemos A= 0 4.0 -1.0 com vetor de permutacoes
0.10 —-0.25|-14
1 13
p= 2 eb= 4.0 . A resposta final é [y =1.3A, I, = 1.1A e I3 = 0.21A.
3 —0.30
—4.3 —4.2 1.1 1 3.4 -3.7
25 A=|"-016] —-4.1 0080 |,p=1| 3 |,b=| —28 |,i= 0.51
—-0.21 0.80 | —0.53 2 5.0 -94
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2.12
1.5 1.5 -1.0 3.4

r(® = 2.2 70 = 0.23 0 = 0.65 e =1 -6.9

0.94 0.59 —0.37 5.2

3.6 (a) A matriz nado satisfaz o Critério das Linhas para qualquer permutagio de linhas.

3
(b) Com a permutagdo p= | 1 |, temos 1 = %, Bo = %, B3 = % e M = % < 1.
2
—0.50000
(c) 2V = 0.87500
—0.35938

(d) O erro inicial é estimado por 5 e n > 147.



