4. Árvores – B

4.1 Introdução

· São árvores de pesquisa balanceadas para dados armazenados em memória secundária (discos)

· Objetivo: minimizar o número de acessos a 

disco

· Isto é garantido ao maximizarmos o grau

(número de filhos) de um nodo (pode chegar a milhares)

· Árvores-B são uma generalização de árvores binárias de pesquisa. 

· Exemplo:





· Se um nodo x da árvore-B possui n[x] chaves, então x tem n[x] + 1 filhos.

· As chaves no nodo x são usadas como pontos de divisão para separar a faixa de chaves controladas por x em n[x] + 1 sub-faixas, cada sub-faixa controlada por um dos filhos de x.

· Na pesquisa numa árvore-B, fazemos uma decisão de n[x] + 1 caminhos baseada nas comparações de n[x] chaves armazenadas no nodo x.

· Antes de formalizarmos o conceito de árvores-B, vamos examinar porque estruturas de dados armazenadas em disco possuem características diferentes das armazenadas na memória principal.

4.2. Estruturas de dados em Armazenamento secundário

· Tecnologia mais barata

· Num disco, a informação armazenada em cada trilha é dividida em setores 

· O SO geralmente agrupa os setores contíguos formando blocos

· Ou seja, as aplicações sempre acessam o disco em unidades de blocos (1kb a 8kb, tipicamente)

· Tempo de acesso a bloco = tempo de latência + tempo de busca ( na ordem de milisegundos)

· Milisegundos é muito lento quando comparado a velocidade da memória principal (microsegundos, nano segundos)

· Problema: quantidade de dados manipulados não cabe na memória principal.

Solução: uso de uma estrutura de dados que acesse estes dados no disco com o mínimo de leituras a blocos.

· Árvores-B são potenciais candidatas à solução pois aumentando-se o grau dos nodos pode-se armazenar os dados com poucos acessos a blocos.

· Exemplo: Para grandes árvores-B armazenadas em disco, graus de 50 a 2000 são usados, dependendo do tamanho da chave relativo ao tamanho do bloco.

Uma árvore-B com grau 1001 e altura 2 ( o primeiro é nível 0). Esta árvore  pode armazenar mais de um bilhão de chaves. Se mantivermos o nodo raiz permanentemente na memória principal apenas dois acessos são necessários, no máximo, para acessar qualquer chave!






· Já que os algoritmos de manipulação de árvores-B só precisam de um número constante de blocos na memória de cada vez, o tamanho da memória principal não afeta o tamanho da árvore-B que pode ser tratada

· Os algoritmos a serem implementados podem acessar um objeto x (um nodo da árvore-B) diretamente se este estiver na memória principal. Caso contrário, fazemos algo semelhante ao que segue:

X :=  apontador para algum nodo;

leDisco(x);

operações que acessam e/ou modificam atributos de x;

gravaDisco (x); // desnecessário se x não mudou

outras operações que não modificam

4.3 Definição de uma árvore-B

· Suponhamos, para simplificar, que qualquer atributo adicional associado a uma chave esteja armazenado no nodo daquela chave

· Outras alternativas são:

· Além da chave, armazenamos um apontador para página de disco aonde estão os dados adicionais

· Os nodos internos só contêm chaves e apontadores para filhos. Toda informação adicional é armazenada nos nodos folhas. (maximiza o grau possível dos nodos internos)

· Definição: Uma árvore-B chamada T, de grau mínimo t >= 2, é uma árvore com raiz(T) possuindo as seguintes propriedades:

1)  Cada nodo x possui os seguintes atributos:

<n[x], folha, P1, <K1>, P2, <K2>, …, 

< Kq-1>, Pq>

onde:

K: chaves

folha: booleano que indica se o nodo é folha 

q < 2t

Pi: endereço do nodo filho

2) Cada nodo x possui n[x] + 1 apontadores p1[x], p2[x], p numChaves + 1 [x]

3) Cada chave Ki separa as sub-árvores Pi e Pi+1. As chaves da sub-árvore Pi são menores do que Ki e as chaves da sub-árvores Pi+1 são maiores do que Ki.

4)  Cada folha está na mesma altura h que é a altura da árvore.

5) Existem limites inferior e superior no número de chaves  de um nodo:

a) Cada nodo, exceto a raiz,  contém no mínimo 

t-1 chaves. Cada nodo interno, com exceção da raiz, tem portanto pelo menos t filhos. Se a árvore não estiver vazia, a raiz deve conter pelo menos 1 chave.

b) Cada nodo pode conter no máximo 2t-1 chaves. Portanto, um nodo interno pode ter, no máximo 2t filhos. Um nodo é dito estar cheio quando contém exatamente 2t-1 chaves.

4.4 Operações básicas numa árvore-B

· A raiz de uma árvore-B sempre é mantida na memória principal. Portanto, não precisamos chamar leDisco() para este nodo. Por outro lado, precisamos chamar gravaDisco() se o conteúdo da raiz mudar.

· Qualquer nodo passado como parâmetro deve ter sido previamente lido com leDisco()

4.4.1 Pesquisa numa árvore-B

· Generalização simples da pesquisa numa árvore binária de pesquisa

· A chamada ao procedimento é

 pesquisaArvoreB( raiz[t], chave)

· Se a chave estiver na árvore, o procedimento retorna o par (nodo, índice) tal que nodo.chave[indice] = chave. Caso contrário, um valor nulo é retornado.

Algoritmo:

PesquisaArvoreB(raiz, chave)

{

   índice = 0;

   while (indice < raiz.numChaves and 

chave > raiz.chave [indice])

 
indice ++;

   if( indice < raiz.numChaves and

 chave ==  raiz.chave [indice])



return (raiz, indice);

   if (raiz.ehFolha) return NULL;

   else {

       leDisco(raiz.p[indice]);

     return(pesquisaArvoreB(raiz.p[indice],chave));

   }

}

4.4.2 Criação de uma árvore-B vazia

O procedimento abaixo usa o método alocaBloco() para alocar um novo bloco do disco.

//Construtor de uma árvore B

ArvoreB(Nodo T)

{


T = alocaBloco();


T.ehFolha = true;


T.numChaves = 0;


gravaDisco(T); 

}

4.5.3. Divisão de um nodo numa árvore-B

· Inserção em árvores-B é mais complicado do que inserção em árvore binária de pesquisa

· Uma das operações fundamentais é dividir um nodo cheio (2t –1) ao redor da chave mediana nodo.chave[(2t-1)/2] em dois nodos com t-1 chaves cada.

· A chave mediana se desloca para o pai do nodo para identificar o ponto de divisão entre duas novas árvores.

· O pai não pode estar cheio para fazer esta operação

· Caso o nodo não tenha pai (estamos dividindo a raiz), então a árvore cresce de um nível (crescimento para cima)

·  O procedimento divideFilhoArvoreB recebe como parâmetros:

· Um nodo pai não cheio que deve estar na memória principal;

· Um índice;

· Um nodo chamado cheio tal que cheio=pai.p[indice] seja um filho de pai.

· O procedimento divide cheio em dois e ajusta pai para que receba um filho adicional

Exemplo: (figura 1)

· Procedimento dividir filho:

divideFilhoArvoreB(pai, indice, cheio)

{


/* cuida do novo nodo */


novo = alocaBloco(); 


novo.ehFolha = cheio.ehFolha;

       novo.numChaves = t –1;


for (i = 0; i < t-1; i++)



novo.chave[i]  = cheio.chave [i+t];

       if (!cheio.ehFolha)



for (i = 0; i <= t – 1 ; i++)



   novo.p[i] = cheio.p [i+t];


/* cuida do nodo cheio */


cheio.numChaves = t – 1;


/* abre espaço no pai */


for (i = pai.numChaves; i >= (indice + 1); 

i--)



pai.p [i+1] = pai.p[i];


/* insere novo nodo */


pai.p [indice + 1] = novo;

 
/* ajusta chaves do pai */


for (i = pai.numChaves - 1; i >= indice; i--)



pai.chave[i+1] = pai.chave [i];


pai.chave [indice] = cheio.chave [t - 1];


pai.numChaves++;


/* grava modificações em disco */


gravaDisco(cheio);


gravaDisco(novo);


gravaDisco(pai);

}

4.5.4 Inserção de uma chave numa árvore-B

· A inserção de uma chave é feita num único passo descendo a árvore.

· O procedimento divideFilhoArvoreB é usado para garantir que a recursão nunca desça a um nodo cheio.

insereArvoreB( T, chave)

{


if (T.numChaves == (2t –1))


{
// raiz cheia: árvore cresce



raizAntiga = T;



T = alocaBloco();



T.ehFolha = false;



T,numChaves = 0;



T.p[0] = raizAntiga;

  

divideFilhoArvoreB(T,0,raizAntiga)

      }


insereNaoCheioArvoreB(T, chave);

}

· No procedimento acima, vemos que uma árvore-B cresce sempre pela divisão da raiz.

· O procedimento insereNaoCheioArvoreB insere uma chave numa árvore cuja raiz não está cheia. O procedimento desce a árvore recursivamente sempre garantindo que o nodo para o qual a recursão passa não está cheio.

insereNaoCheioArvoreB(raiz, chave) 

{


/* temos certeza que raiz não está cheia */


i = raiz.numChaves - 1;


if (raiz.ehFolha)


 /* simplesmente insere a chave: tem espaço */


{



while (i >= 0 and chave < raiz.chave[i])



{




raiz.chave [i+1] = raiz.chave [i];




i --;



}



raiz.chave [i+1] = chave;



raiz.numChaves++;



gravaDisco(raiz);


}


else {


/* determina o filho para descer na árvore  */



while (i >= 0 and chave < raiz.chave[i])





i --;



i ++;



leDisco(raiz.p[i]);



if(raiz.p[i].numChaves == 2t – 1)



   /* vamos descer para um filho cheio */




{




divideFilhoArvoreB(raiz,i, raiz.p[i]);

  

          /* descer em qual dos dois filhos? */




if (chave > raiz.chave[i])





i++;



}


insereNaoCheioArvoreB( raiz.p[i], chave);

}

A figura a seguir mostra vários casos de inserção numa árvore-B com t = 3. Cada nodo pode conter 5 chaves no máximo.

a) árvore inicial


b) após inserção de B


c) Após inserção de Q


d) Após inserção de L


e) Após inserção de F




4.5.5 Remoção de uma chave numa árvore-B

· A remoção de uma chave é semelhante à inserção, mas um pouco mais complicada.

· Supondo que o procedimento removeArvoreB é chamado para remover uma chave da sub-árvore cuja raiz é “nodo”. Então estruturamos o procedimento de forma a garantir que, quando removeArvoreB é chamado recursivamente no nodo “nodo”, o número de chaves em nodo é pelo menos t (uma chave a mais do que o necessário).

· permite que remoção seja realizada num único passo nas descida da árvore.

As regras a seguir devem ser interpretadas lembrando que se o nodo raiz se torna um nodo interno sem chave, então a raiz é removida e seu único filho raiz.p[0] passa a ser a nova raiz da árvore. É assim que a árvore diminui de altura.

Os vários casos de remoção são mostrado a seguir:

Caso 1: Se a chave “chave” estiver numa folha “nodo”, remova a chave do nodo se não violar a quantidade mínima de chaves

a) árvore inicial


b) remove F


Caso 2: Se a chave “chave” está no nodo interno “nodo”e o filho “filho” que precede “chave” em “nodo” tem pelo menos t chaves, então descubra o predecessor “prec”de “chave” na sub-árvore “filho”. Recursivamente remova “prec”e substitua “chave” por “prec” em “nodo”. Veja figura:

c) remove M


Caso 3: Simetricamente ao caso 2, se a chave “chave” está no nodo interno “nodo”e o filho “filho” que segue “chave” em “nodo” tem pelo menos t chaves, então descubra o sucessor “suc” de “chave” na sub-árvore “filho”.

Caso 4: Se a chave “chave”está no nodo interno “nodo” e os filhos que precedem e seguem “chave”possuem apenas t-1 chaves, junte “chave” e o filho sucessor no filho predecessor, de forma que “nodo” perde “chave” e o apontador para o filho sucessor. Assim, o filho predecessor conterá 2t – 1 chaves. Libere então o filho sucessor e recursivamente remova “chave” do filho predecessor. Veja figura:

d) remove G


Caso 5: Se a chave não está no nodo interno “nodo”, determine a raiz nodo.p[i] da sub-árvore apropriada que deve conter a “chave” (se esta estiver na árvore). Se nodo.p[i] contiver apenas t-1 chaves e seus irmãos à esquerda e à direita também contiverem apenas t-1 chaves, então junte  nodo.p[i] com um dos irmãos. Isso envolve mover uma chave de “nodo” no nodo da junção. Esta chave passa a ser a chave mediana do nodo. Este novo nodo contém pelo menos t chaves e podemos descer recursivamente para ele para remover a chave.

e) remove D


e’) árvore inicial diminui de altura


Caso 6: Como o caso 5, onde nodo.p[i] tem apenas t-1 chaves, mas um dos irmãos à esquerda ou à direita tem pelo menos t chaves. Neste caso, coloque uma chave a mais em nodo.p[i] movendo uma chave de “nodo” para nodo.p[i] e movendo uma chave do irmão apropriado de nodo.p[i] para cima em “nodo”. O filho apropriado do irmão também é movido para nodo.p[i].

f) remove B


http://www.mars.dti.ne.jp/~torao/program/structure/btree.html
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