Menor Caminho com Origem Única 

Agenda:

· Definição do Problema

· Algoritmo de Dijkstra
· Algoritmo Bellman-Ford
Definição do Problema: Menor Caminho com Origem Única 

(Single-Source Shortest Paths)

· Imaginemos a seguinte situação: um motorista deseja encontrar o caminho, mais curto possível, entre Campina Grande e João Pessoa. 

· Caso ele receba um mapa das estradas de rodagem do Brasil, no qual a distância entre cada par adjacente de cidades está exposta, como poderíamos determinar uma rota mais curta entre as cidades desejadas?

· Uma maneira possível é enumerar todas as rotas possíveis que levam de Campina Grande à João Pessoa, e então selecionar a menor. E se houver ciclos?

· Em um problema de menor caminho, ou "caminhos mais curtos", consideramos um grafo dirigido G = (V,E), com uma função peso w(u,v): E
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R, que mapeia arestas em pesos correspondentes.

· O peso do caminho p = 
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 corresponde a soma dos pesos das arestas que o constituem:
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· Definimos o caminho de menor peso entre u e v por:


[image: image4.wmf]ï

î

ï

í

ì

¥

Þ

=

}

:

)

(

min{

)

,

(

v

u

p

w

v

u

p

d

   

· Um menor caminho entre os vértices u e v é então definido como qualquer rota p com um peso 
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· O problema do menor caminho consiste em determinar um menor caminho entre um vértice de origem 
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 e todos os vértices v de V. 

· Existem algumas variantes deste problema, são elas:

· Menor caminho com destino único: encontrar um caminho mais curto para um vértice destino v
· Menor caminho para um par: encontrar um caminho mais curto para um determinado par de vértices u e v
· Menor caminho para todos os pares: encontrar um caminho mais curto de u para v, para todos e quaisquer pares u e v
· Em algumas instâncias do problema de menor caminho com uma única origem, podem existir arestas cujos pesos possuem valor negativo

· Abaixo você pode ver um exemplo de como achar o caminho mais curto em um grafo:


Como poderíamos obter a árvore de caminhamentos mínimos partindo da origem s?
Dois possíveis resultados...





Algumas definições:

· Cada vértice v, mantemos um atributo d[v], o qual é o limite superior do peso de um menor caminho da origem s até o vértice v
· Chamamos d[v] de estimativa de menor caminho

· Iniciamos as estimativas de menor caminho e predecessores através do seguinte procedimento

	IniciaOrigemÚnica(G,s)

	1 
	para cada vértice v 
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 V[G]

	2 
	   faça d[v]
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]¥



	3 
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[v]
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NIL

	4 
	d[s]
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· O algoritmo consiste em testar se é possível identificar um menor caminho para um vértice v passando pelo vértice u (processo de relaxamento de uma aresta (u,v)), e caso afirmativo atualizar d[v] e 
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[v]

· O passo de relaxamento pode reduzir a estimativa de menor caminho, e atualizar o predecessor de um determinado vértice, o procedimento que realiza o relaxamento pode ser visto abaixo:

	Relaxe(u,v,w)

	1 
	se d[v] > d[u] + w(u,v)

	2 
	   Então d[v]
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 d[u] + w(u,v)

	3 
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[v]
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· Exemplo:



Algoritmo de Djikstra
· O algoritmo de Djikstra resolve o problema para um grafo dirigido G = (V, E), onde  todos os vértices são não negativos. Logo, w(u, v) 
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 0 para qualquer aresta (u, v) 
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· Este algoritmo mantém um conjunto S de vértices, onde o menor caminho entre eles e a origem s já foi determinado. Ou seja: para todos os vértices 
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· O algoritmos repetidamente escolhe um vértice u 
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 V-S, com o menor caminho estimado, e insere u em S

Algumas definições:

· Utilizaremos uma fila de prioridades Q, que contém todos os vértices de V-S, tendo como chave os seus valores d
· A implementação assume que o grafo G é representado por listas de adjacências

O Algoritmo:

	Djikstra(G,w,s)

	4 
	IniciaOrigemÚnica(G,s)

	5 
	S 
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	6 
	Q 
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 V[G]

	7 
	enquanto Q
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]f



	8 
	   faça u 
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 Extraia-Min(Q)

	9 
	        S 
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 S 
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 {u}

	10 
	        para cada vértice v 
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 Adj[u]

	11 
	           faça Relaxe(u,v,w)  


· Exemplo: preencha os campos d[aresta] e 
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[aresta], marcando o menor caminho a partir da origem s:


Algoritmo Bellman-Ford
· O Algoritmo Bellman-Ford resolve o problema do menor caminho com uma única origem de uma forma mais genérica, incluindo arestas com peso negativo

· Dado um grafo G = (V, E) ponderado e orientado, uma origem s e uma função peso 
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· Este algoritmo retorna um valor booleano indicando quando for encontrado ou não um clico de peso negativo alcançável a partir de s
· Se existir tal ciclo, o algoritmo indica não haver solução

· Se não existir nenhum ciclo de peso negativo, o algoritmo retorna os menores caminhos e seus pesos correspondentes

· Da mesma forma que o algoritmo de Djikstra, o algoritmo de Bellman-Ford também utiliza a técnica de relaxamento de arestas

· Progressivamente diminuindo a estimativa de menor caminho d[v] entre os vértices s e v 
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até encontrar o valor real de menor caminho 
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O Algoritmo:

	Bellman-Ford(G,w,s)

	1 
	IniciaOrigemÚnica(G,s)

	2 
	para i
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1 até |V[G]|-1

	3 
	  faça para cada aresta (u,v)
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E[G]

	4 
	         faça Relaxe(u,v,w)

	5 
	para cada aresta (u,v)
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E[G]

	6 
	  faça se d[v]>d[u]+w(u,v)

	7 
	    Então retorne Falso

	8 
	retorne Verdadeiro


· Exemplo: preencha os campos d[aresta] e 
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[aresta], marcando o menor caminhamento a partir da origem s:
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Se existir uma rota de u para v


Caso contrário
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