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Andlise de Algoritmos Recursivos

Introducgao Introducao

» A andlise de um algoritmo recursivo requer a resolugdo de « Exemplo 2: Quantos pedagos com n cortes?

uma recorréncia.

* Uma recorréncia € um algoritmo recursivo que calcula o valor
de uma funcéo em um ponto dado.

* Uma recorréncia define T(n) em termos de T(n-1), T(n-2), etc.

* Exemplo:
-T()=1
—T(n)=T(n-1) +3n + 2, para n>2
Cortes: 1
Pedagos: 2
Introducgéo Introducgéo
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Cortes: 1 Cortes: 2 Cortes: 1 Cortes: 2 Cortes: 3 Cortes: 4
Pedagos: 2 Pedagos: 4 Pedagos: 2 Pedacos: 4 Pedagos: 7 Pedacos: 11




Introducao

» Logo, o nimero total de pedagos obtido com n cortes,
denotado por P(n), é dado pela seguinte relagcdo de
recorréncia:

-PQ)=2
— P(n) =P(n-1) + n, para n>2

» E possivel observar que o n-ésimo corte cria n novos pedagos.

Derivando Relagdes de Recorréncias

Como proceder para derivar uma relagao de recorréncia para a
analise do tempo de execugéo de um algoritmo:

« Determinar qual o tamanho n do problema.

Verificar que valor de n é usado como base da recursdo. Em

geral é um valor Unico (n=1, por exemplo), mas pode ser

valores multiplos. Vamos considerar esse valor como n,,.

* Determinar T(n,). Pode-se usar uma constante c, mas, em
muitos, casos um numero especifico é necessario.

Derivando Relagdes de Recorréncias

* T(n) é definido como uma soma de varias ocorréncias de T(m)
(chamadas recursivas), mais a soma de outras instrucdes
efetuadas. Em geral, as chamadas recursivas estao
relacionadas com a subproblemas do mesmo tamanho f(n),
definindo um termo a.T(f(n)) na relag&o de recorréncia.

* Arelacéo de recorréncia é definida por:

—-T(n)=c,sen=n,
— T(n) = a.T(f(n)) + g(n), caso contréario

Derivando Rela¢gdes de Recorréncias

« Exemplo: Torre de Hanoi
— Objetivo: transferir os n discos de A para C
— Regras:
* Mover um disco por vez.
* Nunca colocar um disco maior em cima de um menor.
— Solugéo Recursiva:
« Transferir n-1 discos de A para B
* Mover o maior disco de A para C
« Transferir n-1 discos de B para C

Derivando Relagdes de Recorréncias

Hanoi(A, C, B, n)

ifn>1 Relacéo de Recorréncia
Hanoi(A, B, C, n-1)

Move(A, C) =1

ifn>1 T(n)=2T(n-1) +1
Hanoi(B, C, A, n-1)

Derivando Rela¢gdes de Recorréncias

MergeSort(A, n)
ifn<1
return A
return merge(MergeSort(Al, n/2), MergeSort(A2, n/2))

Relacado de Recorréncia

T1)=c
T(n) =2.1(n/2) + d.n




Resolvendo Relagdes de Recorréncia

Resolver uma relacéo de recorréncia nem sempre é facil.
Resolvendo uma relagéo de recorréncia, determina-se o
tempo de execucgao do algoritmo recursivo correspondente.
Relacéo de recorréncia: T(n) = T(n,) + T(n,) +...+ T(n,) + f(n)
E mais facil quando temos a subproblemas de mesmo
tamanho que é uma frag&o de n (por exemplo, n/b):

— T(n) = a.T(n/b) + f(n)

Como resolver:

— Método do chute

— Método da arvore de recursdo

— Método do desdobramento

— Método master

Método do Chute e Prova por Indugéao

Seja a seguinte relagéo de recorréncia:
- T@W=1
— T(n)=T(n-1)+3n+2, para n>2
A relacédo de recorréncia é resolvida em duas partes:
1. Chute: T(n) =3n%2+7n/l2-4
2. Prova:
1. Caso base é para n=1
2. H.l.: assumir que é valido para n-1
3. Provar T(n)
Se a prova for confirmada, T(n) € O(n?)

Método do Chute e Prova por Indugéo

» Seja a seguinte relacéo de recorréncia:
- T)=1
— T(n)=2.T(n/2) + n, para n>2
* Arelagéo de recorréncia é resolvida em duas partes:
1. Chute: T(n) =n + n.logn
2. Prova:
1. Casobase:1+1llogl=1
2. H.L.: assumir que é valido para valores até n-1
3. Provar T(n):
¢ =2.(n/2 +n/2.log n/2) + n
*« =n+n.(logn-1) +n
* =n+n.logn
Logo, T(n) é O(n.logn)

Método da Arvore de Recurséo

.

Talvez o método mais intuitivo.

Consiste em desenhar uma arvore cujos nés representam os
tamanhos dos correspondentes problemas.

Cada nivel i contém todos os subproblemas de profundidade i.
Dois aspectos importantes:

— A altura da arvore.

— O numero de passos executados de cada nivel.

A solucéo da recorréncia (tempo de execucao do algoritmo) é
a soma de todos os passos de todos os niveis.

Método da Arvore de Recurséo

e Resolver T(n) = 2.T(n/2) + n

T(n)

Método da Arvore de Recurséo
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Método da Arvore de Recurséo
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Método da Arvore de Recurséo

Método da Arvore de Recurséo

Método do Desdobramento

Método do Desdobramento — Exemplo 1

» Esse método é o da arvore de recurséo, representado de
forma algébrica.
» Consiste em:
— Usar (algumas poucas) substituices repetidamente até
encontrar um padréo.
— Escrever uma férmula em termos de n e o nimero de
substituicdes i.
— Escolher i de tal forma que todas as referéncias a T()
sejam referéncias ao caso base.
— Resolver a férmula.

Solugéo para o problema da pizza:

- T()=2

— T(n)=T(n-1) +n, para n>2
Desdobrando a relagéo de recorréncia:
T(n)=T(n-1) + n

T(n) =T(n-2) + (n-1) +n

T(n) = T(n-3) + (n-2) + (n-1) + n

T(n) = T(n-i) + (n-i+1) + ... + (n-1) + n
Caso base alcancado quando i=n-1
TN)=2+2+3+...+(n—-1)+n
T(n) =1+ n.(n-1)/2

Logo, T(n) = O(n?)

Método do Desdobramento — Exemplo 2

Método Master

* Solugéo para o problema da Torre de Hanoi:
- TW)=1
— T(n)=2T(n-1)+1, paran>2

* Desdobrando a relacéo de recorréncia:
T(n)=2T(h-1)+1
T(n)=2.2.T(N-2) + 1) +1=4T(n-2) + 2+ 1
T(n)=4.2.T(N-3)+1)+2+1=8T(N-3)+4+2+1

T(n)=2.T(n-i) + 2-1 + 22 + 21+ 1
* Caso base alcancado quando i=n-1
e T(n)=2n1+2024 2034 +21+1]
* Isso é uma soma geométrica
¢ Logo, T(n)=2"-1=0(2")

Teorema que resolve quase todas as recorréncias.

T(n) da forma a.T(n/b) + f(n), a,b > 1

Casos:

1. Sef(n) e O(n'°g®-¢), para algum & > 0, temos que:
o T(n) e O(nlog®).

2. Se f(n) e O(n's’), temos que:
«  T(n) e ©(n.log n).

3. Se f(n) e O(n'9’ +=), para algum & > 0 e se a.f(n/b)<c.f(n)
para algum ¢ > 0 e n suficientemente grande, temos que:
* T(n) € B(f(n)).




Método Master — Exemplo 1 Método Master — Exemplo 1

e T(n)=9.T(n/3) +n

- a=9,b=3

— f(n)=n
e log?,=2.Se¢=1, Cainocaso 1.
* Logo, T(n) = ©(n?)

¢ MergeSort:
— T(n)=2T(n/2) +n
- a=b=2
— f(n)=n

* log?, = 1. Caino caso 2.
* Logo, T(n) = ©(n.log n)




