Anédlise e Técnicas de Algoritmos

Jorge Figueiredo

Programacéo Dinamica

Motivacéo

Numeros de Fibonacci

Entrada: Um numero inteiro 7.

Saida: O namero de Fibonacci 7, definido da seguinte forma:
Fo=0, F1 =1, Fn = Fn1 + Fr2paran 2.

Fib(n)
ifn<1then returnn
return Fib(n—1) + Fib(n - 2)

Sobre a Solugao Apresentada

« Sabemos provar a corretude do algoritmo.

« Analise através da resolucdo de uma relagéo de recorréncia:

—T(n)=T(n=1)+T(h—-2) +c
= O(2n)
« Solugdo ineficiente.

Sobre a Solugado Apresentada

Qual o motivo da ineficiéncia?
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Sobre a Solugdo Apresentada

« Caélculo repetido, desnecessario!!!

Ainda Sobre Fibonacci
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Solugéo alternativa:

— Utilizar um array £, ..., n] para guardar os valores
calculados.

— Inicialmente, fcontém apenas simbolos especiais .

Fib1(n)

if f[n] # « then return f[n]

if n <1 then return f[n] < n

return f[n] « Fib1(n—-1) + Fib1(n-2)




Ainda Sobre Fibonacci

Ainda Sobre Fibonacci
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Ainda Sobre Fibonacci
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Ainda Sobre Fibonacci

]
W

;n/ =
I E/I\

[o[1T1T2[3 SN

Ainda Sobre Fibonacci

« Uma outra solugao alternativa:
— Eliminar as chamadas recursivas.
— Utilizar o array para armazenar dados calculados.
— Estratégia bottom-up.

Fib2(n)
f[0] <O
f[1] <1
fori<—2 tondo
fli] « fli—= 1] +f[i-2]
return f[n]

Analise das Solugdes Alternativas

Programacéo Dinadmica

« E facil identificar que Fib2 & O(n).
* Fibl é também O(n). Tratar pilha de recurséo.
» Abordagem utilizada:
— Encontrar fungéo recursiva apropriada.
— Adicionar memorizacao para armazenar resultados de
subproblemas.
— Determinar uma versao bottom-up, iterativa.

< Aplicado quando recurséo produz repeticdo dos mesmos
subproblemas.

« Proposta: reusar computacéo.

« PD=DC + tabela.

« Versdo bottom-up é mais compacta e facil de efetuar andlise.
« Estratégia utilizada em problemas de otimizagéo.

Exemplo: Nimero de Combinagdes

Numero de Combinagdes

Entrada: Dois nimeros inteiros ne 7, em que n indica 0 nimero
de elementos dos quais tenho que escolher 7.

Saida: O namero possivel de combinagdes de ritens.

Algoritmo Baseado em Divisdo e Conquista

Para escolher ritens de », podemos proceder de duas formas:

« Escolher o primeiro item. Depois escolher r-1 itens dos n-1 itens
restantes.

« Nao escolher o primeiro item. Escolher, entdo, ritens dos -1
itens restantes.

Escolha(r, n)
ifr=00oun=rthen
return 1
else
return Escolha(r-1, n-1) + Escolha(r, n-1)




Analise do Algoritmo DeC Algoritmo Utilizando Programacao Dinamica

A analise do algoritmo requer a resolugao da seguinte relagéo
de recorréncia:

— T(n)=2.T(n-1) +c.

Escolha(r, n)
*+ T(n)=0(2"). fori«— 0 ton-rdo
« Da mesma forma que no exemplo de Fibonacci, essa solugéo T[i, 0] « 1
faz calculos repetidos. fori— Otordo

Solugéo: Programagéo Dinamica. T[i, ] <1
forj«— 1tordo
fori« j+1 to nr+jdo
Tl ]« TO-1, 11+ Ti-1, ]
return T[n, 1]

Considerag6es sobre o Algoritmo PD Tabela Ap6s o Preenchimento Inicial

r

* O(n.r)
* Duas partes:

— Primeira parte relacionada com o caso base: inicializagéo
da tabela.

— Segunda parte define como o restante da tabela deve ser n-r
preenchida. 1

* Tabela: 1
— T[n, r. 1

— O valor armazenado na célula T[i, j] indica o nimero
possivel de combinagdes de escolher j itens dentre i itens.

alalalalale
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n <«— resultado

Caminhamento e Padrdo de Preenchimento Caracterizacéo de PD

r

* Quando a estratégia de DeC gera um nimero grande de
problemas idénticos, recurséo se torna muito caro.

1 « Melhor armazenar as solugdes parciais em uma tabela.
1 « Como transformar DeC em PD:
— A parte do algoritmo que corresponde a conquista

alalalalale
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n-r

(recurs@o) deve ser substituida por olhada na tabela.
1 -1 Ll — Em vez de retornar um valor, armazena-lo na tabela.
1 ; — Caso base para iniciar a tabela.

— Determinar padrdo de preenchimento do restante da tabela.

n <«— resultado




Quando Aplicar Programagao Dinamica

Exemplo: Mochila Binaria

« Aplicar em problemas que, em principio, parece requerer
muito tempo para ser resolvido (em geral é de ordem
exponencial).

« Principais caracteristicas:

Principio da Otimalidade (subproblemas 6timos): o valor
6timo global pode ser definido em termos dos valores
6timos dos subproblemas.

Overlap de Subproblemas: os subproblemas n&o sao
independentes. Existe um overlap entre eles (logo, devem
ser construidos bottom-up).

Considere n itens de tamanhos s, s, ..., S,. Existe um
subconjunto destes itens cuja soma total € exatamente S?

sl s2 s3

Exemplo: Mochila Binéria

Exemplo: Mochila Binéaria

Considere n itens de tamanhos s, s, ..., s,,. Existe um
subconjunto destes itens cuja soma total é exatamente S?

s1 s2 s3

\ /

« Podemos generalizar para situagdes em que temos i itens e o
tamanho da mochila é j.

« Para saber se retornamos verdadeiro, temos que investigar
duas possibilidades:

— O i-ésimo item é usado para completar o tamanho j.

— O i-ésimo item né&o é utilizado para completar o tamanho j. j
é alcangado com i-1 itens.

« Solugao:

— Utilizar uma tabela T[n, S] para armazenar TRUE se é
possivel completar exatamente S com n primeiros
elementos.

— T[i, jl1 = T[i-1, j — s] ou T[i-1, j]

Algoritmo DeC: Mochila Binéaria

Mochila(i, j)
ifi=0 then
return (j=0)
else
if Mochila(i-1, j) then
return frue
else
if s;<jthen
return Mochila(i-1,j-s)

Algoritmo PD: Mochila Binéaria

Mochila(n, S)
T[O, 0] = true
forj«< 1 toSdo
T[O, j] « false
fori— 1tondo
forj«— 0OtoSdo
Th, j] < T0-1, ]
ifj—s,>0then
T J T Jv T, j-s]
return T[n, ]




Programacé&o Dinamica

Maior Subsequéncia Comum (LCS)

« Mais eficiente do que o método da forga bruta, quando
existe overlap de subproblemas.

« Divisdo-e-Conquista + memoria.
« Caracteristicas:

— Subestrutura 6tima.

— Tabela.

— Bottom-up.

Maior Subseqiiéncia Comum
X={ABCBDAB},Y={BDCABA}
Maior Subseqiiéncia comum ¢é:

X=AB C BDAB

Y= BDCAB A

Solucédo para LCS

Solugéo forga bruta: comparar cada subseqiiéncia de X
com os simbolos de Y.

Se [X| =m, |Y]| = n: 2™ subsequéncias de X

Solugéo forga bruta € O(n 27)

LCS exibe subestrutura 6tima: solugdes de subproblemas
fazem parte da solugéo final.

Existe melhor idéia?

A solugao usando PD

» Achar LCS para prefixos de X e Y

— Sejam X;, Y, prefixos de X e Y de tamanhos ie |
respectivamente

* c[ij] € o tamanho da LCS de X, e Y,
* Logo, LCS de X e Y vai ser guardado em c[m,n]
» Como definir uma solugao recursiva para cli,j]?

Solugédo Recursiva

i iy i1+ if X[i]=yLil,
. 11= max(c[i, j—1],c[i—1, j]) otherwise

Caso base: i = j = 0 (substrings vazios de X e Y)

Se X, elou Y, sé&o strings vazios: para todo i e j: c[0, j] = c[i,0]

Solugado Recursiva

cfi, j]=

cli—1, j—1]+1 if X[i1=vYy[]],
max(c[i, j—1],c[i—1, j]) otherwise

=0

Primeiro Caso:
* X[i]=y[j]: mais um simbolo em X e Y confere.

*+ Logo, LCS para X;eY; éigual ao LCS de X, e Y;, , mais 1.




C[i,j]={

Solugéo Recursiva

cli—1, j-1]+1 if x[i]=y[j],
max(C[i, j—1],c[i—1, j]) otherwise

O Algoritmo

Segundo caso:

* X[l =yl]

« Se os simbolos ndo casam, ndo podemos melhorar a nossa

resposta: (i

.. max(LCS(X, Y,,) e LCS(X.,Y)).

Por que néo repetir LCS(X;;, Y1) ?

LCS(X, Y)
m « length(X)
n — length(Y)
fori—1 tomdo
cli,0] <0
forj« 1tondo
cl0,j] <0
fori«< 1tomdo
forj«— 1tondo
if (X;==Y;) then
cli,j] < c[i-1,j-11+1
else
cli, < max(cli-1.jl, c[i. j-11)
return c[m, n]

Exemplo

« Considere:
— X=ABCB
- Y=BDCAB

Determine o tamanhoda LCS de X e Y.

Exemplo

i Yj B D C A B
0 Xi
1 A
2 B
3 C
4 B
ABCB

X=ABCB; m=|X|=4
Y =BDCAB; n=|Y|=5 BDCAB

fori=
forj=

Exemplo: caso base

Yy B D C A B

Xidlo | oo |o 0
Ao
B lo
Clo
0
ABCB

ltom c[i,01=0
lton c[0,j]1=0 BDCA

Exemplo: primeiro valor

i 0 L 2 3 4 s
i vi (B) b ¢ A B
0 Xilo |0 o0 o o
1 @ o"'o
2 B 0
3 C 0
4 B 0
(X, =—Y,)
efij] = cfi-1j-1]+ 1 ABCB

else c[i,j] = max( c[i-1,j], c[i,j-1])

BDCAB




i 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 s
Yy B D C A B Y B D c (A) B
Xi Xilolololodo o
olo]o o |0 | o
Alololo|o @ ololo | o |1
B 0 B 0
C 0 c 0
B | o B |o
if(X=Y) =Y
il =cli-1j1]+ 1 ABCB clid] =cfi-1j-1]+1 ABCB
else c[i,j] = max( c[i-1,j], c[ij-1]) BDCAB else c[i,j] = max( c[i-1,j], c[ij-1]) BDCAB
P01 2 3 4 s P01 2 3 4 s
S Yi B D C A @ vi B) b c A B
Xilolo|o|o]|o o Xiloglo|o oo o
@ ololo |0 |11 Alololo o |1 |1
Y
B o 0| 1
C 0 c 0
B 0 B 0
if(X,=—Y;) (X, =—Y;)
clij] = cfi-1-1]+ 1 ABCB elij] = cfi-14-1] + 1 ABCB
else cfij] = max( c[i-1,j], c[ij-1]) BDCAB else cfij] = max( c[i-1], e[ij-11) BDCAB

io0 1 2 5
yi B Cc ADB
0 | o0

Xilo ol o 0
Alololo o |1 |1
&~ 4 4F
o 1171171

Clo

B |o
(X, =—Y,)

ofig} = ci-1j-1]+ 1 ABCB

else c[i,j] = max( c[i-1,j], c[i,j-1]) BDCAB

P01 2 3 4 s
vy B8 b c A (8)
Xilo | o] o 0o | o
Alololo o |1 {1
)
ol 11 |1 ]1 |2
Clo
0
X =Y}) ABCB

c[ig] = cfi-1j-17 + 1
else c[i,j] = max( c[i-1,], ¢[ij-1]) BDCAB




j 0 1 3 4 5 b0 1 2 4 5
i vi (8 bpD)c A B i Yyi B D (C) A B
0 Xito |l o] oo 0o 0 Xitolo|o oo o
1 Alololo o] 1|1 1 Alojolo o |1 |1
2 Blo |11 |11 ]2 2 B lo 1|11 2
3 @ o '1+h 3 @ 0|11 |2
4 B | o 4 B | o
if(X; = Yj- if (X;==Y;)
clij] =cli-14-1]+1 c[ij] = cli-1,j-11+1
else cfij] = max( cfi-1], c[ij-1]) ABCB else cfij] = max( cfi-1,, [ij-1]) ABCB
BDCAB BDCAB
: b0 1 2 34 i 0 1 2 3 4 5
i vy B b ¢ (A B i vi (BY D ¢ A B
0 Xito oo o |0o]o 0 Xi'g oo |0 o0 o
! Alololo o] |1 1 Alolo]o o |1 |1
2 Bloja |1 |11 |2 2 Blo |11 |11 ]2
'
3 @ 0 1 1 2 TT2T 2 3 Clo 1 1 2 2 2
o8 b ‘ 0 1
if (X; jij](ﬂlc[i et ABCB if(X;==Y;) ABCB
AR R L ij] = c[i-1,j-1]+ 1
else c[i,j] = max( c[i-1,j], c[ij-1]) BDCAB else c[i,_ci][lzj]mai[(lc[ij-lj], Clig-17) BDCAB
‘ oo 1 2(—3435 io0 1 2 3 4 5
' i B C AB i Yyi B D ¢ A (B
0 Xi .
o000 |0 |o 0 Xiloglolololo 5%
A
1 oo o o |1 |1 . Alolololo !l
2 Blo|1]1 |11 ]2 2 B lo 1|1 |1 |1 |2
3 Clo |11 |2 |22 3 Clo| 1|1 |2 |22
IR
‘ G 0 | 1T1 | 272 4 e 0| 1|1 |2 |2 l 3 I
if(Xi:[,Yj') L1+ 1 ABC if(X;==Y;) -
ol =ch-1y-1]+1 BCB c[ij] = c[i-1j-1] + 1
else c[i,j] = max( c[i-1,j], c[i,j-1]) BDCAB else c[i,j] = max( c[i-L,j], c[i-1]) ABCB
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Analise do Algoritmo LCS

* Qual o tempo de execugéo?

Como encontrar a LCS

O(m*n)

cada c[i,j] ¢ calculado em tempo
constante, e existem m*n células

* Mesmo esquema usado nos problemas da mochila e
distancia de edicdo minima
» Cada cfi,j] depende de cfi-1,j], c[i,j-1] e c[i-1, j-1].

» Podemos identificar como cada cfi,j] foi obtido:

2| 2 Por exemplo,
T c[i,j] = c[i-1,j-1] +1 = 2+1=3

‘ Sabemos que:

di iy e =1 if X[i]= y[j,
(1= max(c[i, j—1],c[i—1, j]) otherwise

Comegar de c[m,n] e retornar

Sempre que cli,j] = c[i-1, j-1]+1, guardar x[i] (x[i] faz parte da
LCS)

Se i=0 or j=0 (retorno chega ao fim)

A saida é o conjunto de simbolos guardados em ordem
inversa

Voltando ao nosso exemplo

i o0 1 2 3 4 5
i Y B D C A B
0 Xilglo|o oo ]o
1 AloJolo o |1 |1
2 B lo| 1141 |1 |2
N
3 Clo| 1|1 |2+« 2x2
N
4 B o | 1] 1 2 2 3

LCS (ordem inversa): B C B

Problema: Multiplicagdo de Cadeia de Matrizes

Seja a seqiiéncia (cadeia) <A, A,,..., A,> de n matrizes.
Computar o produto A;A,...A, de forma a minimizar o nimero
de multiplicagdes

Duas matrizes A e B podem ser multiplicadas se forem
compativeis

— Numero de colunas de A = Numero de linhas de B

= A(p*q) * B(g*r) > C(p™r)

— O numero de multiplicacdes é p*q*r

11



Exemplo:
+ <A, A, A> (10, 100, 5, 50)
— ((A4A)A3) > 10*100*5 + 10*5*50 = 5000 + 2500 = 7500
— (A1(AzA3)) > 100*5*50 + 10*100*50 = 25000 + 50000 =
75000

» Seja A de dimens&o p,.{*p;

« Encontrar forma de definir parénteses para minimizar o
numero de multiplicagées.

* Quantas formas diferentes?
- Q(2").

Impraticavel verificar todas as possibilidades

Multiplicagdo de Duas Matrizes

Qual a ldéia?

* Notagdo: A, ; = resultado da avaliagéo de AA.+...A (i <j)
* Qualquer forma de colocar parénteses em AA,;...A deve

Multiplica-Matrizes(A, B) dividir a cadeia entre A, e A, , para algum inteiro k, i <k <
if colunas[A] = Linhas [B] then + Custo = custo de computar A, , + custo de computar
| ERRO Ay+1.j * custo de multiplicar A, € Ay,
else . o
fori 1 to Linhas[A] do A sub-cade!a AA,;...A deve ter parentlz_at;ao~ otl'nTa
forj < 1to Colunas[B] do * A sub-cadeia A,4A;,...A deve ter parentizacao 6tima
Cli,jl] <0
for k < 1 to Colunas[A] do
cli. ] < cli.j] + Alik].B[k.j]
return C
Subestrutura Otima A Solucgéo
Minimo
Custo_A, ¢+ Custo_A; 4+pPePy
ARAAAAA AR, + Sub-problema: determinar o custo minimo de AA,;...A; (1 <i
Suponha (AAL) (As((AaAs)Ag)) (A7Ag)Ag E otima <j<n)
@ * mli..j] = numero minimo de multiplicagdes para calcular a
matriz A, ;
entéo (AA7)  (As((ALA5)AG)) Deve ser 6tima para A;AAAAA, . S[i, J] =k, em que m[i, J] = m[i, k] + m[k+1, J] + pi-1pkpj
sendo, se (A1(AzA3)  ((ALA5)As) E 6tima para A,AAAAAg

entdo  (A1(AzA;)) ((A4A5)Aq) (A7Ag)Ag  Seria melhor do que
(AA2)(A5((AAs)As)) (AAg)A

0, se i=j
ML= Y mijn (mE.k]+mk +1, j1+ p,,p,p, se i< |

Isk<

12



A resposta estd em m[1, n].

Necessidade de Programagé&o Dinamica: overlap de
problemas.

Caso base: m[i, i = 0.
Calcular primeiro m[i, i+1], depois ml[i, i+2], ...
Caminhamento por diagonal.

MATRIX-CHAIN-ORDER (p)

n <« length[p] — 1

fori « lton
do mli,i] <0

for! < 2ton &> [ is the chain length.
dofori « lton—1+1

6 doj<«—i+l—1

1 mli, j] + oo

8 fork < itoj— 1

o W R —

9 dog < mli, k] +mlk+1, j1+ picipep;
10 ifg < mli, j]

11 then mli, j] < ¢

12 sli, j1 <k

13 return m and s

Figure 15.3 The m and s tables computed by MATRIX-CHAIN-ORDER for 1 = 6 and the following
matrix dimensions:
' ' m[3,4]+m[5,5] + 15*10*20
matrix dimension 750 + 0 + 3000 3750
Ay 30 = 35 _ . = =
a 35 15 m[3,5] = min

:7, e :(; m[3,3]+m[4,5] + 15*5*20
‘: oISt50 =0 + 1000 + 1500 = 2500
As  20x25

The tables arc rotated so that the main diagonal runs horizontally. Only the r

re used in the o table. and only the upper triangle is used in the s t
aumber of scalar multiplications to multiply the 6 matrices is m[1.6] = 15.1
entries, the pairs that have the same shading arc taken together in line 9 when computing,

m(2, 2] + m[3. 5]+ pipaps = O +2500 +35.15.20 — 13000,
mI2.5) = min §m(2, 3] +mi4, 51+ p1paps = 2625+ 1000 +35-5.20 = 7125,
m(2,4] 4 m[S, 51+ pipaps = 4375 +0+35-10-20 = 11375
=7125.

Colocando os Paréntesis

+ sli, jl armazena o valor de k 6timo para A/A,...A;, dividindo a
matrizem A, e A4

- A1..n > A1..s[1..n] As[1..n]+1..n
- A1..s[1..n] > A1..s[1, s[1..n]] A5[1. s[1..n]]+1..s[1..n]

PRINT-OPTIMAL-PARENS (5,7, J)

1 ifi =

2 then print “A”;

3 else print “(”

4 PRINT-OPTIMAL-PARENS (s, i, s[i, j])

5 PRINT-OPTIMAL-PARENS (s, slZ, j1+ 1, j)
6 print “)”’
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