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Introducgao

*Existem alguns problemas computacionais que sé&o dificeis de
serem resolvidos.

sImpossivel de se provar que ndo existe solugéo eficiente.
*Que conclusdes tirar da tabela abaixo?

Eficiéncia

Funcgoes de Tamanho da Entrada (n)
Complexidade
10 20 30 40 50 60

n .00001s | .00002s | .00003s | .00004s | .00005s | .00006s
n2 .0001s | .0004s | .0009s | .0016s | .0025s .0036s
n3 .001s .008s .027s .064s .125s .216s
ns s 3.2s 24.3s 1.7min | 5.2min | 13.0min
2n .001s 1.0s 17.9min | 12.7dias |35.7anos| 366sec
3n 0.059s | 58min | 6.5anos | 2855sec 2x108 sec|1.3x10%sec|

Como definir a eficiéncia de uma solu¢éo?

— Vimos em nosso curso a conveniéncia de se utilizar
medidas de complexidade como medida de eficiéncia.

Um algoritmo é eficiente quando a sua complexidade for
polinomial em relacéo ao tamanho de sua entrada.

— Um algoritmo é dito ser de tempo polinomial se for O(nk),
para alguma constante k > 0.

— Qualquer outro algoritmo que néo for polinomial é dito ser
exponencial.

— Classificagdo néo é absoluta.

— Algumas vezes pode ser insatisfatéria mas, na maioria dos
casos, é aceitavel.

Intratabilidade de Problemas

e Um problema é dito tratavel se ele apresenta uma solugdo
polinomial.

* Um problema é intratavel se ele for tao dificil que nenhum
algoritmo polinomial pode resolvé-lo.

¢ Alguns algoritmos polinomiais podem nao ser muito Uteis. Por
exemplo, se for O(n%). Na pratica, porém, quase sempre 0s
polinémios séo de grau 2 ou 3.

» Alguns problemas s&o téo dificeis que s&o indecidiveis. Por
exemplo, o problema da parada.

« Por outro lado, alguns problemas sao decidiveis mas,
intrataveis.

NP-Completude

Vamos estudar certos problemas que séo, de fato, dificeis
(computacionalmente) de se resolver.

Esse é a idéia central da teoria de NP-Completude.

Vamos mostrar que encontrar uma solucéo eficiente para um
certo problema é téo dificil quanto encontrar solucdes
eficientes para todos os problemas definidos em uma classe
de problemas que chamamos NP.




Problema Algoritmico

» Caracterizado por:
— Conjunto de dados.
— Objetivo do problema.
— Solugéo.
» Exemplo: Encontrar um clique de tamanho k em um grafo G.
— Conjunto de dados: um grafo G e um inteiro k > 0.
— Objetivo do problema: a prépria defini¢éo.

Classes de Problemas

* Problemas de Decisé&o: Problemas em que a saida (solugao)
é SIM ou NAO.

* Problemas de Localizag&@o: Determinar uma certa estrutura
que satisfaca um conjunto de propriedades dadas.

* Problemas de Otimizagdo: Problemas de localizagdo em que
as propriedades satisfazem critérios de otimizacéo.

* Todos os problemas que vamos utilizar no estudo de NP-
Completude séo problemas de deciséo.

Classes de Problemas

« E possivel relacionar problemas de otimizagéo e localizag&o
com problemas de deciséo. Por exemplo:

Problema de Deciséo:
Dados: Um grafo G e um inteiro k>0.

Objetivo: Verificar se G possui um percurso de caixeiro
viajante de peso <k.

Problema de Localizag&o:
Dados: Um grafo G e um inteiro k>0.

Objetivo: Localizar, em G, um percurso de caixeiro viajante de
peso <k.

Problema de Otimizagé&o:
Dados: Um grafo G.

Objetivo: Localizar, em G, um percurso de caixeiro viajante
6timo.

Classes de Complexidade P e NP

* A Classe de Complexidade P (polynomial time) é o conjunto
de todos os problemas de decisdo que séo resolviveis em
tempo polinomial em um computador deterministico.

¢ A Classe de Problemas NP (nondeterministic polynomial
time) é o conjunto de problemas resolviveis em tempo
polinomial em um computador n&do-deterministico. A Classe
NP também pode ser definida como a classe de problemas em
que é possivel verificar em tempo polinomial, se um
determinada solugéo proposta satisfaz o problema de decisé&o.

Nao Determinismo

¢ Veja um computador ndo deterministico como sendo um
computador que “magicamente adivinha” uma solugéo:

— Se a solucéo existe, o computador sempre adivinha.

¢ Outra forma de definir: Um computador paralelo que executa
infinito nimero de processos

— Um processador para cada solucéo possivel

Classes de Complexidade Co-NP

O complemento de um problema de decisdo D é um problema
de deciséo cujo objetivo € o complemento da deciséo de D.

A Classe Co-NP compreende exatamente os complementos dos
problemas da classe NP.




Relacao entre Classes de Complexidade
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Figure M.3 Four possibilities for relationships among complexity classes. In cach diagram, one
region enclosing ancther indicates a proper-subset relation. (a) P = NP = co-NP. Most researchers
vegard this possibility as the most unlikely. (b) If NP is closed under complement, then NP = co-NP,
but it need not be the case that P = NP. (¢) P = NP Nco-NP, but NP is not closed under complement,
(d) NP % co-NP and Py NP(1co-NP, Most rescarchers regand this possibility as the most likely,

Relacéo entre Classes de Complexidade

* P =conjunto de problemas que podem ser resolvidos em
* NP = conjunto de problemas cuja solugéo pode ser verificada
« PcNP

¢ Questdo ndo resolvida: P = NP? ou P = NP?
¢ Se P #NP, NP — P sédo problemas intrataveis.

tempo polinomial

em tempo polinomial

Alguns Problemas de Decisdo em NP

Alguns Problemas de Decisdo em NP

Problema 1: Satisfiability

* O problema da satisfiability (SAT) é um problema de l6gica
gue envolve expressdes booleanas. Pode ser definido da
seguinte forma:

— Dados: Uma expresséo booleana E na sua forma normal
conjuntiva (FNC).

— Objetivo: Verificar se E é satisfeita, ou seja, verificar se
existe uma atribuicdo de valores as variaveis da expressao
de tal modo que a expressao seja avaliada verdadeira.

Uma expresséo é FNC quando for uma conjuncéo de clausulas.

Por exemplo, (x2v—x1)A(X1v—Xx3v—Xx2)A(X3)A(X1vx3vXx2).

Problema 2: Conjunto Independente de Vértices

« Dados: Um grafo G e um inteiro k>0.

« Objetivo: Verificar se G possui um conjunto independente de
vértices de tamanho >k.

Dado um grafo G= (V,E), um conjunto independente de vértices
€ um subconjunto V,, < V tal que qualquer par de vértices de
Vo N@o é adjacente.

Alguns Problemas de Decisdo em NP

Alguns Problemas de Decisdo em NP

Problema 3: Clique
« Dados: Um grafo G e um inteiro k>0.
« Objetivo: Verificar se G possui um clique de tamanho >k.

Dado um grafo G= (V,E), um clique é um subconjunto V¢, c V
tal que qualquer par de vértices de V,, é adjacente.

Problema 4: Cobertura de Vértices

¢ Dados: Um grafo G e um inteiro k>0.

* Objetivo: Verificar se G possui uma cobertura de vértices de
tamanho <k.

Dado um grafo G= (V,E), uma cobertura de vértices é um
subconjunto Vo5 < V tal que qualquer aresta de G é

incidente a um vértice de Vqp.




Alguns Problemas de Decisdo em NP

Problemas NP-Completos

Problema 5: Coloracéo

« Dados: Um grafo G e um inteiro k>0.

* Objetivo: Verificar se G possui uma coloragdo com um nimero
de cores <k.

Dado um grafo G= (V,E), uma coloragéo € atribuida a G de tal
forma que dois vértices adjacentes tenham cores distintas.

*A classe de problemas NP captura o conjunto de problemas que
acreditamos que sejam dificeis de se tratar.

«Existem, entretanto, problemas que podem ser considerados pelo menos
tao dificeis como qualquer outro em NP.

*Essa classe de problemas mais dificeis em NP é chamada de NP-Completo
ou NPC.

Figure 3.6 How most theoretical computer scientists view the relationships among P, NP,
and NPC, Both P and NPC are wholly contained within NP, and 1 NPC = .

Reduc&o em Tempo Polinomial

Teorema de Cook

* Um problema P pode ser reduzido a um outro problema Q se
gualquer instancia de P pode ser refraseada (transformada)
para uma instancia de Q.

 Intuitivamente: se P é redutivel em tempo polinomial a Q, P
ndo é mais dificil de resolver do que Q.
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Figure H.1  Using a polynomial-time reduction algorithm 1o solve a decision problem A in poly
nomial time, given a polynomial-time decision algorithm for another problem &. In polynomial time,
we transform an instance @ of A inte an instance & of B, we solve B in polynomial time, and we use
the answer for A as the answer for e,

e SAT é NP-Completo.

* SAT tem a propriedade que todos os problemas em NP
podem ser reduzidos a ele, em tempo polinomial.

« Existem outros problems em NP que tém as mesmas
caracteristicas de SAT.

¢ Se D1 e NPCeD2e NPC, entdo D1 <, D2e D2 <, D1.
» E possivel concluir:

— Se um problema NPC pode ser resolvido em tempo
polinomial, entdo todos os problemas de NP podem sé-lo.

— Se um problema de NP é intratavel, todos os problemas
de NPC séo intrataveis.

Como Determinar se um Problema é NPC?

Exemplos de Problemas NPC: 3SAT

* Se P,QeNP,P éNPCeP <, Q,entdo Q & NP-Completo.
« Para provar se um problema de decisédo D é NP-Completo,
devemos seguir 0s seguintes passos:

1. Mostra que D € NP.

2. Selecionar, D1, um problema NPC conhecido.

3. Achar uma redugdo de D1 <, D para .

4. Mostrar que a reducéo foi feita em tempo polinomial.

¢ O problema 3SAT consiste em determinar o resultado de uma
expresséo booleana E que esta escrita em sua FNC é
satisfeita.

¢ Cada clausula de E tem exatamente trés literais. Por
exemplo:

- (V1v—Vv2vV7)A(V3 v V5 v —VB)A(VL v —V5 v —Vv8B) é
uma instancia de 3SAT.

« Aplicando os passos para determinar se 3SAT é NPC temos:
— 3SAT é claramente NP.
— SAT é NPC. Se SAT <, 3SAT. (vamos mostrar como a
reducéo é feita)
— Se areducao é feita em tempo polinomial, 3SAT é NPC.




3SAT

Para fazer a reducéo, devemos substituir cada clausula Ci em E
por:
— Se Ci=(a) , devemos trocar por Si=
(avbvc)a(av—bve)a(avbv—c)a(av—bv—c) .
Se Ci=(avb), devemos trocar por Si = (avbvc) A(avbv—c)
— Se Ci= (avbvc), ndo fazemos nada.
— Se Ci= (a,va,v...vay), k>3, devemos trocar por Si =
(ayvayvby)A(=byvagvby)A(=byva,vba)A. . A(=b sva,  vay) .
— As variaveis adicionadas sdo novas variaveis que néo
estdo sendo usadas.

Cobertura de Vértices é NPC

Reduzir 3SAT para Cobertura de Vértices:

— Para cada variavel x crie um né para x e —x e conecte 0s
dois nos.

— Para cada clausula (avbvc), crie um triangulo e conecte
0s 3 nos.

a

*——0
X X

Cobertura de Vértices é NPC

* Complete a construgao:

— Conecte cada literal em um triangulo para o seu
correspondente (no par).

— Seja n o nimero de variaveis, m o nimero de clausulas
— Fazerk=n+2m
— Por exemplo, (—xvyvz)

Cobertura de Vértices é NPC

Exemplo: (avbvc)a(-avbv-c)A(=bv-cv-d)
O Grafo tem cobertura de vértice de tamanho k = 4+6 = 10
sss a férmula é satisfativel

-a b b c —C d —d

—X X -y /7 -z
1. 32
a
L
c b 11 13 21 23 31 33
Clique é NPC

* Reduzir a partir de cobertura de vértices.

* O grafo G tem cobertura de vértice de tamanho k sss seu
complemento tem um clique de tamanho n-k.




