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Problemas de Otimizagao

* Muitos problemas consideram o conceito de maximizar ou
minimizar um determinado valor:

— Como uma empresa de mudanga deve alocar os méveis
em um caminh&o bad?

— Como uma companbhia telefonica deve rotear chamadas de
modo a fazer um melhor uso de suas linhas e conexdes?

— Como alocar as disciplinas para melhor utilizar as salas do
REENGE?
» Caracteristicas:
« Problemas que podem apresentar diversas solugdes.
« Solugdo formada por uma seqiiéncia de decisées.
* Um valor ou custo é associado a cada solucéo.
* Acha solugéo com custo 6timo.

Exemplo 1: Calculo do Tréco

Descricédo: Seja E= {e, e,, ..., &;}, €, > e, > ...> €, um conjunto
de n denomiagBes de moedas (ou cédula), e M um valor
positivo que representa o troco.

Problema: Fornecer o montante M com o menor nimero de
moedas.

Sequéncia de decisdes: Escolher r,, depois r,, ...

Exemplo 2: Problema da Mochila

Descrigao: Temos n objetos com pesos p,, p,, -.., P, € lucros |,
I, ..., I, . Temos ainda uma mochila de capacidade M. Se uma
fracdo x; (0 <x; <1) do objeto i for colocada na mochila,
resulta em um lucro x; x|,.

Problema: Maximizar o lucro que pode ser levado na mochila.

Seqiiéncia de decisdes: Escolher primeiro objeto, escolher
segundo objeto, ...

Exemplo 3: Escalonamento de Tarefas

Descrigao: Seja E um conjunto de n tarefas. Associamos a cada
tarefa um tempo de execucéo. Fazer o escalonamento das
tarefas.

Problema: Minimizar o tempo médio de finalizacéo das tarefas.

Seqiiéncia de decisdes: Escolher primeira tarefa, escolher
segunda tarefa, ...




Exemplo 4: Caixeiro Viajante

Descrigao: Seja G=(V, E) um grafo dirigido ponderado. Seja n o
numero de vértices e v, 0 Vértice de origem.

Problema: Achar uma turné de custo minimo, comegando em v,.

Seqiiéncia de decisées: A partir de v, qual é o primeiro vértice
do ciclo, o segundo vértice, ...

Método Guloso

« Decisdes tomadas de forma isolada em cada passo.

» Estratégia de pegar o melhor no momento:
— Solugéo 6tima local.

* Quando o algoritmo termina, espera-se que a solugdo étima
tenha sido encontrada:

— Alguns problemas séo resolvidos de forma 6tima.
— Outros apresentam solucdes bem pobres.

Exemplo 1: Calculo do Tréco

Exemplo 2: Alocagao de tarefas

Descrigao: Seja E= {100, 50, 10, 5, 1} , e M um valor positivo que
representa o troco.

Estratégia Greedy: No passo i, escolher r; = j, tal que e, <M e e;;
> M e subtrair e; de M para o préximo passo.

« E possivel provar que a estratégia gulosa funciona neste caso.
* A mesma estratégia funciona para E= {300, 250, 100, 1} ?

Descrigao: Seja T={(T1, 15), (T2, 8), (T3, 3), (T4, 10)}.
Considerar um Unico processador e alocacéo ndo preemptiva.
Qual a melhor forma de alocar essas tarefas para minimizar o
tempo médio de execugéo.

Estratégia Greedy 1: ordem de chegada.
Estratégia Greedy 2: ordem crescente do tempo de execucéo.

» E possivel provar que a estratégia 2 sempre apresenta a
solugéo 6tima?

Exemplo 3: Selegao de atividades

Exemplo 3: Selecao de atividades

* O problema consiste em escolher entre atividades que
competem por uso exclusivo de um recurso em comum.

— Por exemplo, o0 uso de uma sala de aula.

» Conjunto de atividades S=fa,, .... , a,}.
— ainecessita do recurso durante o periodo [si, fi ), em que
si=tempo inicial e fi=tempo final.

Objetivo: selecionar o maior nimero possivel de atividades
compativeis (sem overlap de periodos).

e Assumir que estdo ordenadas de forma crescente do tempo
final.
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Exemplo 3: Selecao de atividades
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Exemplo 3: Selecao de atividades

« Como provar que a solucdo sempre produz uma solugéo
6tima?
— Provar que existe uma solugdo 6tima que comeca com a
atividade 1.
— Mostrar que se existir uma solucéo 6tima B que néo utiliza
a nossa estratégia gulosa, a nossa solugéo é tao boa
quanto B.

Elementos da Estratégia Gulosa

Existem dois elementos que indicam que a estratégia gulosa
pode ser utilizada com sucesso:
1. Propriedade de Escolha Gulosa: Uma solugédo 6tima
global pode ser obtida a partir de escolhas locais 6timas.
2. Sub-estrutura étima: se uma solucéo 6tima contém
dentro dela solugdes étimas para os sub-problemas.

O Problema da Mochila Fracionaria

S = {(item,, 18, 25), (item,, 15, 24), (item,, 10, 15)} & W= 20
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O Problema da Mochila Fracionaria

Greedy 1: maximizar o lucro a cada passo

Greedy 1: (1, 2/15, 0) :: Lucro de R$ 28,20
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O Problema da Mochila Fracionaria

Greedy 2: conservar a capacidade

Greedy 2: (0, 2/3, 1) :: Lucro de R$ 31
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O Problema da Mochila Fracionaria

Greedy 3: maximiza lucro por unidade de peso

Greedy 3: (0, 1, 1/2) :: Lucro de R$ 31,50
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item, item, itemy Mochila

Algoritmo Guloso para Mochila Fracionaria

MochilaFracionaria(lL, P, W)

cap — W

i—1

while p; < cap do
X1
cap —cap-p;
j—i+1

X; < cap/p;

forj «<—i+1tondo
X <0

Prova do Greedy 3

Revendo a Estratégia Gulosa

¢ A solugdo gulosa tem a seguinte cara:
- <1,1,..,1,¢0,0, ..., 0> em que a seqiéncia de 1's tem
tamanho k-1,ec<1.
* Observando dois itens consecutivos, se x; <1 = x+1 = 0.

* Aidéia da prova é partir de uma solucgdo 6tima e transforma-
la na nossa solucao gulosa:

— Seja<yy, Y, ..., ¥,> uma solugéo étima.

— Se essa néo é a solucdo gulosa, existe um iemquey, <1
€ Vi~ 0.

— Encontrar <y';, y’,, ..., y',> mais parecido com Xx.
— Repetir o processo até alcancar a solucéo gulosa.

« Os algoritmos que utilizam a estratégia gulosa sé@o simples e
de féacil implementacéo.
* Abordagem top-down.
« Aspectos importantes:
» Custo de uma solugéo.
* Objetivo do problema.
» Escolha gulosa.

Algoritmo Guloso — Calculo do Tréco

CalculaTroco(M)
C < {100, 25, 10, 5, 1}
S—J
soma «— 0
while soma # M do
X « maior valorde C | soma + X <M
if item nao existe then
return sem solugao
S « Su {uma moeda de valor X}
soma « soma + X
return S

Algoritmo Guloso — Calculo do Tréco

CalculaTroco(M)
C {100, 25, 10, 5, 1}

S—J
soma « 0
while soma = M do
X « maiorvalorde C | soma +X<M
if item n&o existe then
return sem solucao
S «— S u {uma moeda de valor X}
soma « soma + X
return S




Algoritmo Guloso — Calculo do Tréco

CalculaTroco(M)
C {100, 25, 10, 5, 1}
S—J
soma — 0
while soma # M do
X «— maiorvalorde C | soma+X<M
if item n&o existe then
return sem solugéo
S «— Su {uma moeda de valor X}
soma <« soma + X
return S

Algoritmo Guloso — Calculo do Tréoco

CalculaTroco(M)
C « {100, 25, 10, 5, 1}
S—J
soma < 0
while soma = M do
X <« maiorvalorde C | soma + X <M
if item n&o existe then
return sem solucéo
S < S u {uma moeda de valor X}
soma «— soma + X
return S

Algoritmo Guloso — Calculo do Tréco

CalculaTroco(M)

C < {100, 25, 10, 5, 1}
S—J

soma « 0

X «— maior valorde C | soma+X<M

if item n&o existe then
return sem solugao
S « Su {uma moeda de valor X}
soma « soma + X
return S

Algoritmo Guloso — Calculo do Tréco

AlgoritmoGuloso(C)
C « conjunto de candidatos
S—J
while C # @ e ISOLUCAO(S) do
X «— SELECAO(C)
C «— C\{X}
if VIABILIDADE(S U {X}) then
S—SuU{X}
if SOLUCAO(S) then
return S
else
return n&o tem solugao

Codigo de Huffman

Exemplo:

— Arquivo de 100.000 caracteres

— (a, 15000), (e, 25000), (i, 22000), (s, 7000),(t, 5000), (b, 23000), (n, 3000)
— Usando ASCII extendido (8 bits): 800.000 bits

— Usando cadigo fixo de 3 bits: 300.000 bits

— Usar cédigo de tamanho variavel?

Uma possivel solugdo para o problema de Compresséo de
Arquivos.

Idéia é usar codigo de tamanho variavel.

Uso de caédigo prefixo.

Uso de &rvore binaria

O Algoritmo de Huffman

Vamos assumir que o nimero de caracteres é C.
Manter uma floresta de arvores.

O peso de uma arvore é a soma das frequéncias de suas
folhas.

C -1 vezes, selecionar as duas arvores de menor peso e
formar uma nova arvore.

No inicio do algoritmo, existem C &arvores de apenas um né.
No final temos apenas uma Unica arvore. A arvore com o
cédigo de Huffman.
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Exercicio
Problema dos Postos de gasolina:
Input: EncontraPostos(P)
D = [d,,d,,...,d,] : disténcias entre postos de gasolina S—@
last — 0

k : autonomia (em km) do tanque de gasolina do carro
Output:

Postos selecionados para abastecer o carro (0 nimero de
paradas seja 0 menor possivel)

Assumir:
-V 1<i<n d<k
— d; é a distancia entre postos i-1 e i
— Inicia com o tanque cheio

fori=1tondo
if (d, + last > k)
S—Su{p.}
last « d
last « last + dj
return S

Escolha da Propriedade Gulosa

* SejaS={sy, s, ... S} uma solugéo 6tima.

« Suponha que g seja a primeira parada determinada pelo nosso algoritmo.

« Temos que mostrar que existe uma solucéo 6tima com a primeira parada
sendo g.

— Se's, =g, entdo S é essa solugao.

— Se s, #g, como 0 nosso algoritmo escolha o posto mais distante
possivel, s, esta antes de g. Podemos dizer que S' ={ g, S,, ..., S;} €
uma solugéo 6tima:

« Observe que |S'| = |S|.
« S’ évdlido (i.e. ndo vamos ficar sem gasolina).
« Por definicdo da escolha gulosa, podemos alcangar g.

« Como a distancia entre g e s, ndo é maior do que a distancia entre
s, e s,, temos combustivel suficiente para sair de g para s..

* Orestode S’ é igual a S. Logo é uma resposta valida.

Subestrutura Otima

Seja P o problema original com uma solucéo étima S.

Ap6s parar no posto g, a uma distancia d;, o subproblema P’
que resta de d;,, para d, € o mesmo problema, com a
diferenca da cidade de origem.

Seja S’ uma solugao 6tima para P’. E facil perceber que
Custo(S) = Custo(S’) + 1.

Logo, uma solugéo 6tima para P inclui uma solucéo 6tima para
P’




