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A Técnica

A técnica de diviséo e conquista consistem de 3 passos basicos:

1. Divisao: Dividir o problema original, em subproblemas
menores.

2. Conquista: Resolver cada subproblema recursivamente.

3. Combinacgédo: Combinar as solugées encontradas, compondo
uma solucéo para o problema original.

A Técnica

« Algoritmos baseados em diviséo e conquista sdo, em geral,
recursivos.

* A maioria dos algoritmos de divisdo e conquista divide o
problema em a subproblemas da mesma natureza, de
tamanho n/b.

— T(n) = a. T(n/b) + g(n)
— Teorema Master para fazer andlise.
* Vantagens:
— Requer um nimero menor de acessos a memoria.

— Séo altamente paralelizaveis. Se existem varios
processadores disponiveis, a estratégia propicia eficiéncia.




Quando Utilizar DeC?

instancias.

tamanho.

Existem trés condi¢des que indicam que a estratégia de diviséo e
conquista pode ser utilizada com sucesso:

1. Deve ser possivel decompor uma instancia em sub-

2. A combinacao dos resultados deve ser eficiente.
3. As sub-instancias devem ser mais ou menos do mesmo

Quando Utilizar DeC?

E possivel identificar pelo menos duas situagdes genéricas em
que a abordagem por divisdo e conquista é adequada:

1. Problemas onde um grupo de operagdes sao
correlacionadas ou repetidas. A multiplicagdo de matrizes,
gue veremos a seguir, € um exemplo classico.

2. Problemas em que uma decisdo deve ser tomada e, uma
vez tomada, quebra o problema em pecas disjuntas. Em
especial, a abordagem por divisédo-e-conquiasta é
interessante quando algumas pegas passam a ser
irrelevantes.

Algoritmo Genérico

else

DivisdoeConquista(x)
if x & pequeno ou simples do
return resolver(x)

decompor x em conjuntos menores Xy, Xy, ... X,
for i—0ton do
y; < DivisdoeConquista(x;)

Exemplo 1

« O problema consiste em encontrar o maior elemento de um array A[1..n] I

Solucédo Ingénua

Maxim(A[1..n])

i—i+l max — A[1]
combinary;’s fori—2tondo
return y if A[j] > max thgn
max — A[i]
return max
Exemplo 1 Exemplo 2
» O problema consiste em encontrar o maior elemento de um array A[1..n] I * O problema consiste em computa a", em que n € N. I

Solugéao Ingénua

Maxim(A[1..n])
maior « A[1]
fori—2tondo
if A[j] > maior then
maior «— A[i]
return maior

Solucéo DeC

Maxim(A[x..y])
if x—y <1then
return max(A[x], Alyl)
else
m «— x+y/2
vl «— Maxim(A[x..m])
v2 — Maxim(A[m+1..y])
return max(vi, v2)

Solugao Ingénua

Pow(a, n)
p—a
fori—2tondo

p—pxa
return p

Solugcéo DeC

Pow(a, n)
if n=0 then
return 1
if n é par then
return Pow(a, n/2) x Pow(a, n/2)
else
return Pow(a,n-1/2) x Pow(a, n-1/2) x a




Multiplicac&o de Inteiros Grandes

* O problema consiste em multiplicar dois nimeros inteiros
grandes.

* A multiplicagéo classica (a que aprendemos fazer na escola)
requer tempo ©(n?). Isso porque fazemos multiplicagédo digito
a digito.

Solugéo Alternativa por Divisdo e Conquista

« Para evitar maiores complica¢des, vamos assumir que o
numero de digitos em cada nimero é poténcia de 2.

* A multiplicagdo de um nimero A por um nimero B pode ser
efetuada dividindo-se o nimero original em dois super-digitos
e procedendo a multiplicagéo .

Multiplicacéo de Inteiros Grandes
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Multiplicacdo de Inteiros Grandes

Multiplicacdo de Inteiros Grandes

Mult(A,B) = Mult(w,y).102™ + (Mult(w,z)+Mult(x,y)).10™ + Mult(x,z)

» A multiplicagé@o por 10™ pode ser vista como o deslocamento
de m posicdes para a direita.

* As adicBes envolvidas tomam tempo ©(n) cada.

* A multiplicac&o de dois inteiros longos €é o resultado de 4
produtos de inteiros de tamanho metade do valor original, e
um constante nimero de adigoes e deslocamentos, com
tempo ©(n).

Uma solugéo por divisdo e conquista:

1. Divisdo: Dividir cada niUmero em dois nimeros com
metade da quantidade de digitos.

2. Conquista: Proceder a multiplicagdo das quatro partes.

3. Combinag&o: Combinar os resultados com deslocamento
e adicdes.

A analise do algoritmo que utiliza diviséo e conquista requer a

solugdo da seguinte relacé@o de recorréncia:

— T(n) =4.T(n/2) + ©(n)

— G)(nZ)

Multiplicacéo de Inteiros Grandes

Multiplicacdo de Inteiros Grandes

Uma Solucéo por Diviséo e Conquista Mais Eficiente

— Por que nédo temos a eficiéncia desejada? Ora, temos 4
multiplicacds de nimeros de tamanho n/2.

— A solugéo seria reduzir o nimero de multiplicagdes? Isso
é verdade pois sabemos que a adi¢do e deslocamentos
contribui com ©(n).

— Se observarmos mais detalhadamente, podemos reduzir
para trés o nimero de multiplicagdes:

e (C= wy
e D=xz
e E=(wz +xy)

e C= Mult(w,y)

e D= Mult(x,z)

e E= Mult((w+x, y+2z)) — C — D = (Wy+Wz+Xy+Xxz)-Wy-Xz=(Wz + Xy)
e Logo, Mult(A,B) = C.102m + E.10™ + D

* No total, fazemos 3 multiplicacGes, 4 adi¢Ges e 2 subtragbes
de nimeros com n/2 digitos. E necessario ainda fazer
deslocamentos mas, tudo isso representa G(n).

e T(n)=3.T(n/2) + O(n)

*  T(n) é ©(nl585)




Multiplicacdo de Matrizes

*Objetivo é multiplicar duas matrizes nxn.

*Por exemplo, no caso de n=2, é necessario efetuar 8
multiplicagées. (2%, em que x = log,®)

Algoritmo de Strassen
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« Strassen mostrou que um multiplicagdo de matrizes 2x2 pode

ser feita com 7 multiplicacdes e 18 operagées de adicéo e
subtracgéo.(2/09,7 =22807)

» Reducéo feita usando diviséo e conquista.

Ao A1 B, o B1 AxByt+A B, AgxB;+A xB,

A, A; B, B, AxB+AXB, AxB +AXB,

Algoritmo de Strassen
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Py = (At Ag)(Byy+By)
Py=(Agy +Ay) * By
Ps A11 * (BIZ - Bzz)
Py=Ay,™* (By -Byy)
P
P
P

=(AutAp) *By
5= (A - Ay) * (Byy +Byy)
7= (A - Ap) * (B, +By)

Algoritmo de Strassen

Cyy =P, +P,-Py+P;
= (At Ap)(ByytBy) + Ay * (Byy - Byy) - (Agy + Ap) * Byt
(A12 R Azz) * (Bz1 + Bzz)
SALB AL B, AR Byt Ay Byt Ay By — Ay By, -
A11 Bzz 'A12 Bzz + AlZ B21 + A12 Bzz - Azz le - A22 Bzz
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Menor Distancia Entre Pontos

Distancia Euclideana

Menor Distancia Entre Pontos

Yi (X1 > yl)

Y, (Xz > yz)

X Xy

H(Xn yl)_(XZ» yz}‘ = \/(Xl - Xz)2 +(y1 - y2)2

Closest Pair

Entrada: Um conjunto de pontos n @ = <py, ps, ..., p», em duas
dimensdes.

Saida: O par de pontos p: € p:que apresenta a menor distancia
euclideana.




Menor Distancia Entre Pontos

Menor Distancia Entre Pontos

Menor Distancia Entre Pontos

¢ Solugdo Forga Bruta é O(n?).

* Vamos assumir:
— Nao existem pontos com a mesma coordenada X.
— N&o existem pontos com a mesma coordenada y.

* Como resolver este problema considerando 1D?
« E possivel aplicar Divisdo e Conquista?

Menor Distancia Entre Pontos — 2D

«Como dividir em sub-problemas?

—Ordenar de acordo com a coordenada x e dividir em duas
partes: esquerda e direita.

Menor Distancia Entre Pontos — 2D

* Resolver recursivamente cada sub-problema, obtendo d, e d,.

* O que podemos observar?
— Ja temos a menor distancia em cada uma das partes.
— Fazer d= min{d,, d}.
— Falta analisar distancia entre pontos de sub-problemas
distintos.
— Devemos analisar todos os casos?

* Somente pontos que se encontram em uma faixa de
tamanho 2d em torno da linha diviséria.

Menor Distancia Entre Pontos — 2D
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Menor Distancia Entre Pontos — 2D

* Qual a quantidade de pontos que se encontram dentro da
faixa de tamanho 2d?
— Se considerarmos um p e P, todos os pontos de P, que
devem ser considerados devem estar em um retangulo R
de dimensdes d x 2d.

Menor Distancia Entre Pontos — 2D
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* Como determinar os seis pontos?
— Projecéo de pontos nos eixos x e y.

— Pode-se fazer isso para todo p €P, e P, em O(n) (pontos
ordenados).

* Relagéo de recorréncia é T(n)= 2.T(n/2) + O(n)
— Sabemos que isso é O(n.log n)

ClosestPair(P)

Pré-processamento
Construir P, e P, como listas ordenadas pelas
coordenadas x e y

Divisao
QuebrarPemP e P,

Conquista
d, = ClosestPair(P))
d, = ClossetPair(P,)

Combinacéo

d=min{d, d}

Determinar faixa diviséria e pontos

Verificar se tem algum par com distancia <d




