Anédlise e Técnicas de Algoritmos

Jorge Figueiredo

Backtracking and Branch-and-Bound
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Jogo da Troca de Bolas

n bolas vermelhas e n bolas pretas

Tabuleiro (uma linha) com 2n + 1 posigdes

Bolas com a mesma cor em extremidades diferentes, e um
espaco vazio separando o conjunto de bolas diferentes.

Movimentos possiveis:
— Bola vermelha para a esquerda e preta para a direita
— Mover um espago se o espago esta vazio

— Pular sobre exatamente uma bola de cor diferente, se o
espago logo apos a bola estiver vazio
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Problema do Labirinto

Problema do Labirinto




Jogo do “Resta Um”

O Que Estes Problemas Tém em Comum?

Tomar uma série de decisdes entre varias opgoes.

Cada deciséo leva a um novo conjunto de decisdes.
Alguma(s) sequiéncia(s) de decisées pode(m) conduzir a
solugao do problema.

Encontrar solugao:

1. Fazer uma lista com todos os candidatos possiveis.
2. Examinar todas as respostas ou alguma delas.

3. Retornar a solugéo.

Problemas de otimizagao

Como Resolver?

Backtracking

Estratégia para sistematicamente a lista de possiveis
solugdes, eliminando (explicitamente) a verificagédo de uma
boa parte dos possiveis candidatos.

Pode ser considerado como uma variagédo de DFS.
Usa uma arvore implicita.

Forca bruta: na pratica esta abordagem néo é muito eficiente
porque a lista de candidatos é grande.

Candidatos |— Restrigdes
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Idéia Geral: Usando o Espago de Solugéo

* Solugdes representadas por n-tuplas ou vetores de solugdo:
— <V, Vp, o, V>

— Cada v, é escolhido a partir de um conjunto finito de opgées
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* Inicia com um vetor vazio.

« Em cada etapa o vetor é extendido com um novo valor.

* O novo vetor é entéo avaliado. Se ndo for solugdo parcial, o
Ultimo valor do vetor é eliminado e outro candidato &
considerado.

Restrigdes

Restricdes Explicitas: correspondem as regras que
restringem cada v; em tomar valores de um determinado
conjunto. Esta relacionado com a representagdo do problema
e as escolhas possiveis.

Restricdes Implicitas: determinam como os v;'s se relacionam
entre si.




O Problema das 8 Rainhas

* Colocar 8 rainhas em um tabuleiro de xadrez de modo que
nenhuma rainha ataque uma outra.

* Solugé&o: uma 8-tupla <v;, v,, ..., Vg> em que v, indica a coluna

da rainha i.
* Restri¢cdes Explicitas: S;={1,2,3, ..., 8}, 1<i<n.
* Restricdes implicitas:

— Nenhum v, pode ser igual ao outro.

— Duas rainhas ndo podem estar na mesma diagonal.
« Tamanho do espacgo solugéo:

— Forca Bruta: 4.426.165.368

— Com R.E.: 88.

— ComRu.l: 8L

Soma de Subconjuntos

Sejam n numeros positivos (W;, 1 <i < n) e um valor positivo
M, achar todos os subconjuntos de W, cuja soma é M.
Solucéo: uma k-tupla com os indices dos nimeros escolhidos.

Restriges Explicitas: v; = {j | j é inteiro, 1 <j <n}.
Restrices Implicitas:
Vv, £V, i#j.
- =M
— Vi<V, 1<i<n

Gerag&o da Arvore

Para criar a arvore que representa o espago solugéo fazemos:

1. Comegar da raiz e gerar outros nés.

2. Um né que foi gerado e que nao foi totalmente explorado
€& dito no vivo.

3. Um né cujos filhos estdo sendo gerados € dito em
expanséao.

4. Usar fungdo de poda para detonar a geragao de alguns
filhos, se for o caso.

5. Um n6 morto é aquele que foi podado ou todos os filhos ja
foram gerados.

Exemplo: Problema das 4 rainhas
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Algoritmo Genérico

Backtrack(v[1..K])

if v € solugéo then
escreva v
for cada vetor promissor w de tamanho k+1
em que w[1..k] =v[1.k] do
Backtrack(w[1..k+1])

Mochila Binéria

Considerar n tipos de objetos (um nimero adequado de cada
objeto)

Cada objeto i tem: valor (v;) e peso (w;)

Mochila com capacidade W

Para concretizar:

-W=8

— 04: (W=2, v=3)

—0,:(3,5)

— 05: (4, 6)

— 04 (5, 10)




Mochila Binaria: Algoritmo

Mochila Binaria (Variagao)

Backpack(i, r)

b0
fork —itondo
if wk] <r then
b — max(b, v[k]+ Backpack(k, r — w[k]))
return b

* Um objeto de cada tipo.
¢ Usar uma fungdo extra que limita poda:

— Usar a estratégia gulosa para mochila fracionaria para
computar um limite superior de lucro.

— Ordenar os objetos por valor/peso.

« Duas possibilidades de backtracking:

— Limite de peso.

— Se néo existe possibilidade da melhor estimativa de lucro
ser maior do que o melhor lucro ja encontrado.

Mochila Binéria (Variagao)

Considere W= 16 e os seguintes 4 objetos:

Y w; A
1 R$45 3 R$15
2 R$30 5 R$ 6
3 R$45 9 R$ 5
4 R$10 5 R$ 2

Mochila Binéaria (Variagao)

Valor = R$0
Peso =0
EL=R$115,

Valor = R$45
Peso=3
EL=R$ 115,

Valor = R$0
Peso =0
EL=R$79

Mochila Binéria (Variagao)

Branch-and-Bound

Variagéo de backtracking.
Necessidade de fungéo de poda.

Em alguns problemas, poda pode ser realizada mais cedo se
usarmos BFS em vez de DFS.

BnB = Backtracking + Fungdo de poda — DFS + BFS + PQ




Mochila Binaria (Variagao)

« Considere W= 16 e os seguintes 4 objetos:

i Vi w; vilw;
1 R$45 3 R$15
2 R$30 5 R$ 6
3 R$45 9 R$ 5
4 R$10 5 R$ 2

Mochila Binaria (BnB)

Problema de Atribuicdo de Tarefas

*n agentes para n tarefas.

«Cada agente deve executar exatamente uma Unica tarefa.

+Se ao agente i ¢ atribuida a tarefa j, um custo C;; &
identificado.

*Problema € atribuir tarefas aos agentes para minimizar o custo
total de executar as n tarefas.

Problema de Atribuigdo de Tarefas

« Usar BnB.
« Identificar fungao de poda.
« Guiar BFS (Best-first Search)

1 2 3 4
A 1" 12 18 40
B 14 15 13 22
C 11 17 19 23
D 17 14 20 28
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Problema de Atribuicédo de Tarefas

A [58..73]

B

C

D
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Eficiéncia de Backtracking e BnB

Fatores que afetam a eficiéncia:

— tempo para gerar o préximo v,;

— Cardinalidade de S, satisfazendo as restrigées;

— tempo de execucdo da fungéo de poda;

— Cardinalidade de S, satisfazendo a fungéo de poda.
Uma boa fungdo de poda reduz substancialmente o niUmero
de nodos considerados.

Existe um tradeoff: uma boa fungao de poda versus o tempo
de avalia-la.

Para estimar o niumero de nodos gerados, podemos usar
Analise Monte-Carlo (simulagéo estatistica).

Exercicio: O Problema do Caixeiro Viajante

Vertex Adjacent (outgoing) Edges
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Exercicio: O Problema do Caixeiro Viajante

13,421=
n3,4.251
Length=43




