Anédlise e Técnicas de Algoritmos

Jorge Figueiredo

Analise de Algoritmos de Ordenagéo

Agenda

« Ordenagdo baseada em comparagao
— Insertion Sort
— Mergesort
— Quicksort

« Ordenagdo em tempo linear

Problema da Ordenacé&o

Estratégia de Ordenacéo

Formalmente pode assim ser definido:

Ordenagao

Entrada: Uma seqiiéncia de n niimeros <ai, az, ..., aw.

Saida: Uma reordenagdo da seqliéncia de entrada ', a’, ..., aw,
onde 1< a><..<ah

< Alguns algoritmos classicos de ordenacao utilizam divisdo-e-
conquista:

— Quebra a entrada original em duas partes.
— Recursivamente ordena cada uma das partes.
— Combina as duas partes ordenadas.
« Duas categorias de solugdes:
— Quebra simples, combinagao dificil.
— Quebra dificil, combinagéo simples.

Insertion Sort

1 j—— n

g :
ORDENADO 1

chave

InsertionSort(A, n)
forj—2tondo
chave « A[j]
» insere A[j] na parte ordenada A[l..j-1]
i—j-1
while i>0 e A[i] > chave do
Ali + 1] «— A[i]
fe—i=1
Ali + 1] < chave

Anélise do Insertion Sort

* Pior caso:
— Entrada em ordem reversa.
- O(n?)

« Caso médio:
- O(n?)

*  Melhor caso:
— Entrada ordenada.
- O(n)




MergeSort

Particdo simples.
Combinagédo mais trabalhosa.

Analise do MergeSort

[3]72]1[5]47]34]20][10] 9 23]

‘/luebrN‘ simples

3[72] 1[5 [47] [34]20]10] 9 [23]

l ordena l

1[3]5[47][72] [9]10]20]23]34]

\EombIM difiei

[1]3]5]9]10]20]23[34][47]72]

« Requer resolugdo de recorréncia.
* Melhor caso = Caso médio = Pior caso.
— O(n.logn)

MergeSort(A, inicio, fim)

if inicio < fim then
meio « (inicio + fim) div 2
MergeSort(A, inicio, meio)
MergeSort(A, meio + 1, fim)
Intercala(A, inicio, meio, fim)

QuickSort

Proposto por C.A.R. Hoare em 1962.
Como o MergeSort, utiliza uma estratégia de divisdo-e-
conquista.

A parte mais complicada é a quebra.
A combinagao é simples.
Ao contrario do MergeSort, ordena in place.

Ponto chave é encontrar uma estratégia de particionamento
eficiente.

QuickSort

+ Divisao: escolher um pivo. Dividir o array em duas partes em
torno do pivo.

+ Conquista: Recursivamente ordenar os dois sub-arrays.
« Combinagao: Trivial.

| “p ]
!

pivo

QuickSort

[3[72] 1 [5]47]34]20]10] 9 [23]

/luebIN dificil

[3]20] 1 []57]10]9[23] [47]34]72]
l ordena l
[1]3]5]9]10]20]23] [34]47][72]

\sombif/ simples

[1[3]5]9]10]20]23][34][47]72]

Escolha do Pivo

« Particionamento pode ser feito de diferentes formas.
« A principal decisdo é escolher o pivd.
— Primeiro elemento do array.
— Ultimo elemento do array.
— Elemento médio do array.
— Elemento que mais ocorre no array.
— Elemento mais préximo da média aritmética dos elementos
do array.




Rotina de Particionamento

Em nossa rotina, o pivd € o ultimo elemento.

Particiona(A, L, R)
i—R
forj« R-1downto L do
if A[]] > p then
j—i-1
swap Ali] « A[jl
swap A[R] « Ali]
returni

Exemplo de Particionamento

[3]72] 1 [5]47]34]20]10] 9 [23]

Exemplo de Particionamento

[3]72] 1] 5]47]34]20]10] 9 [23]
joi

Exemplo de Particionamento

[3[72] 1 [5]47]34]20]10] 9 [23]

j o« 1

Exemplo de Particionamento

[3[72] 1 [5]47]34]20]10] 9 [23]

j o« 1

Exemplo de Particionamento

[3[72] 1 ]5]47]34]20]10] 9 [23]

] <« 1




Exemplo de Particionamento

[3]72] 1 [5]47][34]20]10] 9 [23]
j i

Exemplo de Particionamento

[3]72] 1[5 ]47]34]20]10] 9 [23]

] 1 «—

Exemplo de Particionamento

[3[72] 1 [5]47]34]20]10] 9 [23]

[3[72] 1 [5]47]9]20]10[34[23]

j o« 1

Exemplo de Particionamento

[3[72] 1 ][5]47]34]20]10] 9 [23]
[3[72] 1[5 [47]9J20]10]34[23]

] 1 <

Exemplo de Particionamento

[3][72] 1 ]5[47]34]20]10] 9 ]23]

[3]72] 1[5 [47]9J20]10]34]23]

[3]72] 1[5 109 J20]47][34]23]

] = 1

Exemplo de Particionamento

[3]72] 1 [5]47]34]20]10] 9 [23]

[3]72] 1[5 [47]9J20]10]34]23]

[3]72] 1 [5]10]9]20[47[34]23]

j o« 1




Exemplo de Particionamento

[3 [721 1[5 [47 (54 200N0ToN23]

i i

Exemplo de Particionamento

[3 [72] 1[5 [47 (G420 NoIToN25]
[3172]1T5]

j i -

Exemplo de Particionamento

[3 17211 [ 5 [47 [SaN20NouNon2s]

] i«

Exemplo de Particionamento

[3 17211 ['5 T47 (54200 M0NToN231

II

1

Exemplo de Particionamento

[3 [7211 [ 5 [47 [SA20NNOIRoN23]
[(3720]1[5[10]9 [72]47]34]23]

] i

Exemplo de Particionamento

[3 [7211 [ 5 [47 [SAN20RoNRoN23]

(31201 [510]9 [72]47[34]23]
[3T20] 1 [5]10]9[23]47[34]72]




QuickSort - Algoritmo

« A chamada inicial &€ QuickSort(A, 1, n)

QuicksSort(A, inicio, fim)

if inicio < fim then
meio « particiona(A, inicio, fim)
QuickSort(A, inicio, meio - 1)
QuickSort(A, meio + 1, fim)

Analise do QuickSort

* Requer a resolugédo de uma relagéo de recorréncia.

« Como nem sempre os dados sao divididos em duas metades
de mesmo tamanho:

— Melhor caso, pior caso e caso médio podem variar.
* Vamos assumir:

— Tempo de particdo é O(n).

— A posigao final do pivo é .

Anélise do QuickSort

T(n)=1 n=1
Tn)=Tn-i)+T@{-1)+n nos demais casos
Melhor caso:

— Pivo sempre fica no meio.
— T(n)=2T(n/2) + n

Anélise do QuickSort

T(n)=1 n=1
Tn)=T(n-i)+T@{-1)+n nos demais casos
Pior caso:

— Pivo sempre fica na primeira ou ultima posicéo.
— T(n)=T(n-1)+n

— O(n.log n) - O(n?)
Anélise do QuickSort Ainda sobre QuickSort

« E talvez o algoritmo de ordenag&o mais usado.
+ E facil de implementar e muito rapido na pratica.

Tn)=1 n=1 . Ffini . L

() = T(n - i) + T 1) + n nos demais casos E tipicamente mais do que duas vezes mais rapido

do que o MergeSort.
Caso médio:

— Pivo tem a mesma probabilidade 7/n de cair em uma das n posigoes.
- T, (n)=n+1nF(T(i-1)+T,(n-i)
— O(n.log n)




Exercicio 1

Exercicio 2

Definir um Quicksort diferente, onde o pivd € o primeiro

elemento do array.

— Escreva, em pseudo-cédigo, um procedimento que
efetua a particdo do array para este novo Quicksort.

— llustre a operagao de partigéo, considerando o array
A=[13,19,9,5,12,8,7, 4, 11, 2].

Um problema que esta relacionado com o problema

de ordenagao é o de encontrar o k-€simo menor

elemento de uma lista ndo ordenada.

— Escreva um algoritmo que encontra o k-ésimo
menor elemento. Esse algoritmo deve ser ©(n)
na média e no melhor caso.

Ordenacgao por Comparagao

Todos os algoritmos de ordenagéo que estudamos
até agora utilizam comparagao de elementos.

Em uma ordenagao por comparagao, a ordem
relativa de dois elementos a, e a;em uma seqtiéncia
é obtida utilizando testes de comparagéo:

- a<3,3<a,3=a,3>a¢€a2a.

Ordenacao por Comparagéao

O melhor algoritmo que vimos para ordenagao &
O(n.log n).

E possivel encontrar uma melhor solugéo?
Arvore de decisdo pode nos ajudar a desvendar
isso.

E possivel usar uma arvore de decisdo para
visualizar ordenagéo por comparagao.

Arvore de Decis&o

Sort(<15, 4, 8>)

(=1,3,2>) (3,1, 25)(<2.3. 1)




Sort(<15, 4, 8>)

(=1,3,2>) (=3, 1,25)(<2.3.1>)

Sort(<15, 4, 8>)

(<1.3.2>) (3.1, 2>X<2, 3,1>)

Sort(<15, 4, 8>) = <4, 8, 15>

(<1,3,2>)

(<3, 1,2>

Arvore de decisdo

» As folhas de de uma arvore de decisao indicam uma
possivel ordenagao para os elementos.

— O numero de permutagdes possivel é n!.
 Para definir um limite inferior:

— Uma arvore binaria tem no maximo 29 folhas, onde
d é a sua profundidade.

— Uma arvore binaria com L folhas tem profundidade
de pelo menos[/og L.

Arvore de decis&o

+ O caminho mais longo da raiz de uma arvore de
decisao para qualquer uma de suas folhas representa
0 pior caso do numero de comparagoes.

» Para n elementos, temos n! folhas:
—d = [log nl
—dz=log n!
—log n!' = ©(n.log n)
—d=Q(n.log n)

Ordenagdo em Tempo Linear

* Nenhuma comparagao é efetuada.
+ Counting Sort:

Counting Sort

Entrada: Um array de n ntimeros 4 = <ai, az, ..., aw, em que
a,assume valores (1, 2, ..., k}.

Saida: Um array reordenado B = <6y, bz, ..., bw.

Array auxiliar: Um array C = <ci, ¢, ..., &




Counting Sort

Counting Sort(A, B, k)
fori« 1tokdo
Cli] <0
forj« 1tolength[A] do
CIA[l] « CIA[]] + 1
fori—2tokdo
Cli] < Cli] +CJi- 1]
for j « length[A] downto 1 do
BICIA[I] « A[]
ClA[ll] « CIA[]] -1

Counting Sort - Exemplo

Exemplo — Laco 1

Exemplo — Laco 2

1 2 3 5 6 5 6 8
Al3]6]4]1[3]4]1]4] Al3]6 41 [3]4]1]4]
1 2 3 4 5 6 7 8 4 5 6 7 8
s [ [ T [ [ [ [ ] B: | L T T [ [ ]
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
c:[oJoJofoJofo] c:[oJomJo]o0]o0]
Exemplo — Laco 2 Exemplo — Laco 2
1 2 3 4 5 6 8 S 6 8
A[3]6]4]1[3]4]1]4] Al3]e a1 [3]4]1]4]
1 2 3 4 5 6 7 8 4 5 6 7 8
B [ [ [ [ [T T[] B: | T T T 1]




Exemplo — Lago 2

Exemplo — Lago 2

Exemplo — Laco 2

Exemplo — Laco 2

Exemplo — Laco 2

Exemplo — Laco 3

1 2 3 4 5 6
c: [2[3[0[1]

10



Exemplo — Lago 3

Exemplo — Lago 3

Exemplo — Laco 3

1 2 3 4 5 6
c:

Exemplo — Laco 3

Exemplo — Laco 3

Exemplo — Laco 4
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Anélise do Counting Sort

« A andlise é trivial:

— O primeiro e terceiro lagos correspondem a O(k).

— O segundo e quarto lagos sdo O(n).
— O tempo total é, portanto, O(n+k).
— Na prética, k = O(n).
— Logo, o counting sort € O(n).

» Counting Sort é estavel.
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