Anaélise e Técnicas de Algoritmos
Periodo 2003.2

Problemas de Otimizacao e Estratégia Gulosa



Problemas de Otimizacao

e Problemas que podem apresentar diversas solugoes.
e A solugdo é uma sequéncia de decisoes.
¢ Um valor pode ser associado para cada solugdo.

e Achar a solu¢do com valor 6timo.

Exemplo 1: Céalculo do tréco

e Descricao: Seja E = {ej,ey,...,e,},e1)€2)...)en, um conjunto de n de-
nominagoes de moedas (ou cédulas), e M um valor positivo que representa
o troco.

e Problema: Fornecer o montante M com o nimero minimo de moedas.

e Sequéncia de Decisées: Escolher rq, depois rs, ...

Exemplo 2: Problema da Mochila (Knapsack)

e Descrigao: Temos n objetos com pesos wi,ws, ..., w, € uma mochila de
capacidade M. Se uma fragdo z;(0 < z; < 1) do objeto i for colocada na
mochila, um lucro p;z; resulta.

e Problema: Maximizar o lucro que pode ser levado na mochila.
e Sequéncia de Decisoes: Escolher primeiro objeto, escolher o segundo
objeto, ...
Exemplo 3: Intercalacao de Arquivos Ordenados

e Descricao: Dados n arquivos, onde o arquivo ¢ contém m,; registros.
Intercalar os n arquivos.

e Problema: Achar uma sequéncia de intercalacdo de pares de arquivos
de forma a obter um tdnico arquivo ordenado em tempo minimo.

e Sequéncia de Decisées: Qual o primeiro par a intercalar, qual o
segundo par, ...
Exemplo 4: Escalonamento de Tarefas

e Descrigao: Seja E um conjunto de n tarefas. Associamos a cada tarefa
um tempo de execucdo. Fazer o escalonamento dessas tarefas.

e Problema: Minimizar o tempo médio de finalizacdo das tarefas.

e Sequéncia de Decisoes: Escolher primeira tarefa, escolher a segunda
tarefa, ...



Exemplo 5: Caixeiro Viajante

e Descrigao: Seja G = (V, E) um grafo direcionado com custo ¢;; para os
arcos. Seja n o nimero de vértices e vy 0 vértice de origem.

e Problema: Achar uma tourné de G de custo minimo, onde uma tourné
é um ciclo direcionado que inclua todos os vértices de V.

e Sequéncia de Decisoes: A partir da origem vy, qual é o primeiro
vértice do ciclo, qual é o segundo vértice do ciclo, ...

O Método Guloso ( Greedy)

e Problema solucionado em diferentes passos.

e As decisbes sao tomadas de forma isolada, em cada passo.

Estratégia de pegar o melhor no momento (solucdo 6tima local).

Quando o algoritmo termina, espera-se que tenha ocorrido a melhor
solucéao.

Com este tipo de algoritmo, podemos achar uma solucdo étima para alguns
problemas, mas ndo para todos.
Exemplos
Calculo do Troéco
e Sejam E = {100, 50,10,5,1} e M o montante total.

e Algoritmo Greedy: No passo ¢, escolher r; = j, tal que e; < M e
ej_1 > M e subtrair e; de M para o préximo passo.

e Podemos provar que, para este conjunto de moedas E, o algoritmo greedy
fornece uma solugdo étima.

e Para F = {300,250,100,1}, ndo funciona (exemplo: M = 500).

Alocagao de Tarefas (1)

e Seja um conjunto de tarefas J = ji,7Ja,...,Jn com tempos de execugdo
t1,ta, ..., ty, respectivamente.

e Considerar um tnico processador e aloca¢do ndo-preemptiva.

e Qual a melhor forma de alocar essas tarefas para minimizar o tempo médio
de execucdo?

e Solucdo 1: ordem de chegada.



e Solucdo 2: ordem crescente do tempo de execugdo.
e Usar J = {(j1, 15), (j2,8), (43, 3), (js, 10)} para ilustrar.
e A solugdo 2 sempre apresenta solucdo étima:

— Vamos supor que temos a seguinte sequéncia como solucio.
Jirs Jios wes Jin -

—C =ty + iy +tiy) + oo+ (biy iy + oo + i)

- C=Y_(n—k+1)t;.

—C=Mm+1).2p 1 ti, — > py ktip-

— Vamos supor que exista uma ordenac¢do em que x >y e t;, < t;,.

— Se fizermos a troca, o custo total vai decrescer.

Alocagao de Tarefas (2)

e Mesma defini¢do do problema anterior.
e Diferenca: considera P processadores.
e Assumir que os tempos estdo em ordem crescente de tempo de execucao.

e Exemplo: P =3¢ J = {(j1,3), (j2,5), (j3,6),
(j47 10)5 (j5; 11)7 (j(i: 14)5 (j7; 15)) (jSa 18)7 (]9720)}

e Solugdo: comecar a alocagdo em ordem, fazendo um rodizio entre os pro-
cessadores.

e Qutros arranjos podem ser efetuados

e Prova é semelhante.

Alocagao de Tarefas (3)

Mesma, defini¢do do problema anterior.

O objetivo é minimizar o tempo final, ou seja, o tempo em que as tarefas
terminam.

No problema anterior foi 40 e 38.

SOIU(}&OZ {(P13j27j57j8)7 (P2;j6;j9)a (P3;j37j47j7)}'

O tempo médio ndo é minimo mas, a sequéncia inteira termina mais cedo.

Esse problema é mais complicado de se resolver.



Alocacao de Tarefas (4)

e Seja S = {1,2,...,n} um conjunto de n atividades que desejam usar um
mesmo recurso.

e Cada atividade 7 tem um tempo de comeco (s;) € um tempo de término

(fi), si < fi-
e Duas atividades 7 e j s@o compativeis se elas ndo se sobrepdem, ou seja,
se s; Z fj ou s; Z fz

e Assumir que as atividades estdo em ordem crescente do tempo de término.

AlgoritmoGreedy (s, f)

n « length(s)

A+ {1}

j«1

fori=2tondo

if s; > f; then

A=AU{i}
j=1

return A

e Arrays para representar s e f.
e Prova de que estd correto: mostrar que existe uma solucdo 6tima que

comeca com a atividade 1.

Elementos do Método Guloso

e Um algoritmo guloso obtém uma solu¢do 6tima para um problema, fazendo
uma sequéncia de escolhas.

e Nem sempre produz uma solugdo dtima.

e Nio existe uma regra geral que indique que um algoritmo guloso resolva
um determinado problema de otimizagao.

e Bom indicio é dado por 2 elementos:

— Propriedade de escolha gulosa.

— Sub-estrutura étima.



Mais Exemplos
Problema da Mochila Fraciondria

Considere n objetos com pesos wy,ws, ..., w, € uma mochila de capacidade M.
Se uma fracido z;(0 < x; < 1) do objeto ¢ for colocada na mochila, um lucro de
pix; é conseguido. Como maximizar o lucro.

Vamos usar o seguinte exemplo:

e n=3 M=20.
e P=(p1,p2,p3) = (25,24,15) e W = (w1, w2, w3) = (18,15, 10).

Solugao 1: Maximizar o lucro a cada passo

Escolher o objeto com p; maximo e colocar na mochila (z; = 1). No tdltimo
passo, quando a mochila estd quase cheia, escolher o objeto j, tal que z;w;
complete a capacidade da mochila e z;p; seja maximo.

1. Escolher o de maior lucro (p;1 = 25,21 = 1). O lucro até entdo é 25 e a
capcidade restante da mochila é 2.

2. O objeto 2 ndo cabe por inteiro. Usar 3 = 2/15 que dd um lucro de 3,2.

3. A solugdo (1,2/15,0) permite um lucro de 28,2.

Solucao 2: Conserva a capacidade
Escolher os objetos em ordem crescente de peso (w;), maximizando a ca-
pacidade restante.

1. 23 = 1,p3x3 = 15. A capacidade restante é 10.
2. z2 = 2/3,pazs = 16. Ndo é possivel mais selecionar objetos.

3. A solugdo (0,2/3,1) permite um lucro de 31.

Solugao 3: Maximiza o lucro por unidade de peso
Escolher os objetos em ordem decrescente de p;/w;.

1. O objeto que apresenta maior lucro por unidade de peso é o 2, seguido do
3edol.

2. Logo: x2 = 1, pexs = 24, capacidade restante é 5.
3. z3 =1/2,p3x3 = 7,5, capacidade restante é 0.
4. A solugdo (0,1,1/2) permite um lucro de 31,5.

O Algoritmo
Primeiro ordenar os objetos em ordem decrescente p; /w;.

cap =M
1=1



while w; < cap do

.’L’izl
cap = cap — w;
t=1+1

x; = cap/w;
for j =i+ 1ton do
.Z'j =0

E possivel provar que o terceiro algoritmo sempre fornece a solu¢do 6tima
para este problema da mochila.
Prova do Terceiro Algoritmo

O que devemos provar é que a solucdo fornecida pelo terceiro algoritmo
corresponde & solucdo com o maior lucro.

E importante, entretanto, ressaltar que pode existir varias solugoes 6timas.

e Vamos supor que X = (1,3, ..., Zn) € a solugio fornecida pelo algoritmo.

Se, Vi,1 < i < n,z; = 1, essa solugdo é claramente a 6tima. Nesse caso,
seria a tnica solugdo.

Se nao for este o caso, vamos supor que j é o menor nimero onde z; # 1.
Do algoritmo temos:

z;=1,Vi,1<1<y
0<z; <1
z;=0,V),7<i<n
Logo, Li_, xiw; = M.
e Seja Y = (y1,¥2, ..., yn) uma solugio de méximo lucro.

Temos que provar que X tem o mesmo lucro de Y.

Se X =Y, ndo tem o que fazer.

Caso contrario, vamos considerar que k é o menor nimero onde x # Y.
Podemos entdo dizer que:

Y =z122.. %% 1YkYrt1--Yn
X =2122..C, 1Tk Thy1.-- Ty

A estratégia da prova consiste em transformar Y em X, mantendo o lucro.
Para tanto, vamos transformar ¥ em uma solu¢ido mais intermedidria Z e que
se parece mais com X, ou seja,

Z = 21%9...Ck—1TkZk41---Zn



Antes de prosseguirmos com a prova, vamos fazer algumas consideragoes.
vamos investigar os seguintes casos:
Caso 1: k < j.

Nesse caso, z; = 1. Portanto, y; deve ser menor do que T pois Ty 7# Y-
Caso 2: k= 3.
Pela definicdo de k, =y # yi. Se yr > g,

M =X, yw;
=2 lywi + ypwy + X Yiwi
= S8 ww; + yrwp + ST Yiw;
= Efzwiwi + Yk — TR)wr + X7 Yiw;
=Y ziwi + (yr — Te)wr + X1 viws
=M + (yr, — zp)wg + Xy, 1 Yiwi
> M

Isso contradiz o fato de que Y é uma solugdo. Logo, yr < x.
Caso 3: k > j.
Nesse caso, rp =0 e yi > 0:

M = X yiw;
= T yiwi + T viw
=T 2w + 2 yaw;
=M+ XL, yiw;
> M

Também nao é possivel, logo o caso 3 nunca acontece.

Portanto, podemos assumir que yi < Zg-

Voltando a prova, para sair de Y para Z temos que aumentar y; fazendo
igual a zj. e diminuir yg41, ..., yn como necessario, para fazer com que o lucro
se mantenha. Vamos dizer que a nova solu¢do é Z = (21,22, ..., 2n)-

Portanto,

1. (zx —yr)wr >0
2. B2 1 (zi —yi)w; <0
3. (2k — yr)wr + Bipp (2 —yi)wi = 0
Entéo,
E?:ﬁillzi )
= X1 zipi + 2kPr + Yl 1 ZiDi
=28 lyipi + 2ok + X 12D

=X Yipi — YkPk — X 1 YiDi + 26Dk + X1y 2iDi
=X yipi + (2k — Yr)Pr + DI (zi — yi)pi



= X1yipi + (21 — yu)wepr/wi + 27y (2 — ys)wips /wi
< ERyipi + (26 — yr)wepk/wi + iy (25 — Yi)wipe/wi
=370 yipi + (2 — yr)wr + X7y (2 — yi)wi)pr/wy,
="y

z:ly‘lp‘l

Y e Z tém o mesmo lucro. Z, entretanto, se parece mais com X pois as k
primeiras entradas de Z sdo as mesmas de X.

O procedimento pode ser repetido até transformar ¥ em X. Logo X também
é uma solucdo étima.

Cédigos de Huffman

Nessa secdo vamos considerar uma aplicagdo de algoritmos gulosos, conhecida
como compressao de arquivos.

e Vamos considerar um arquivo de 100.000 caracteres, onde apenas os car-
acteres a, €, 4, s, t, b e n ocorrem com freqiiéncia de 15000, 25000, 22000,
7000, 5000, 23000, 3000.

e Usando um cédigo para representar cada caracter:
1. Se usarmos ASCII Extendido (8 bits), o nimero total de bits é
800.000.

2. Se usarmos um cédigo de tamanho fixo, 3 bits para representar 7
caracteres, o nimero total de bits é 300.000.

3. Se usarmos um cddigo de tamanho varidvel: a = 001, e =01, ¢ = 10,
s = 00000, t = 0001, b = 11 e n = 00001, o ndmero total de bits é
255.000.

e E possivel reduzir 15% da solucio 2 e 68% da solucéo 1.

A reducgdo no nimero de bits foi possivel pois a estratégia utilizada con-
siderou um cédigo de tamanho varidvel, onde os caracteres com freqiiéncia maior
eram codificados com um nimero menor de bits. Logo, se todos os caracteres
ocorrem com a mesma freqiiéncia, é possivel que nao ocorra nenhuma reducao
no numero de bits utilizados.

Cédigos de Huffman

o Utilizam c6digos prefixos:

— Cdbdigos onde nenhum cddigo de caracter é prefixo de outro.
— Sempre é possivel achar um cédigo 6timo de compresséo.
— Codificacdo e decodificacdo sdo faceis.

e Utilizagdo de uma &rvore bindria, com folhas representando os caracteres.
0 significa esquerda e 1 direita.



O Algoritmo de Huffman

e Vamos assumir que o nimero de caracteres é C.
e Manter uma floresta de arvores.
e O peso de uma arvore é a soma das freqiiéncias de suas folhas.

o (' — 1 vezes, selecionar as duas arvores de menor peso e formar uma nova
arvore.

e No inicio do algoritmo, existem C' drvoes de apenas um nd.

e No final temos apenas uma tnica arvore e 4 a arvore com o cédigo de
Huffman.

Vamos considerar a seguinte configuracdo inicial:
:10 :15 :12 :3 :4 :13 1

Resultado apds o primeiro merge.

10 15 12 4 13 4
Resultado apds o segundo merge.
8

ONONONO

Resultado apds o terceiro merge.
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15 12 13

@@@%k

Resultado apds o quarto merge.

R e
<

Resultado apds o quinto merge.
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N %{%

Resultado final.

Faxs

O cédigo prefixo 6timo é:
e ¢ =001

e e=01

e ;=10

s = 00000

t = 0001
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e b=11
e 1= 00001

Caracteristicas Gerais de Algoritmos Gulosos

Como apresentado, algoritmos gulosos sdo utilizados para resolver problemas
de otimizacdo. Os algoritmos que se baseiam em uma estratégia gulosa sdo, em
geral, simples e de ficil implementacdo. A maioria dos problemas de otimizacao
que sdo resolvidos utilizando uma estratégia gulosa, tem em geral a seguinte
forma:

Instancias Uma instancia consiste de um conjunto de objetos e um relaciona-
mento entre eles.

Solugoes para uma instancia Uma solu¢do é um subconjunto destes obje-
tos. A estratégia gulosa define qual a forma de escolher os objetos da solucdo.
Vale acrescentar que alguns subconjuntos nao sao permitidos. Essa restricdo é
imposta pelo relacionamento existente entre os objetos.

Custo de uma solugao Cada subconjunto vélido (sem conflito) como solucéo
tem associado um custo. Em geral, o custo é definido pelo nimero de objetos do
subconjunto, pela soma dos custos individuais dos objetos, ou através de uma
funcdo mais complexa sobre os elementos do subconjunto.

Objetivo Dada uma instancia de um problema, o objetivo é maximizar (min-
imizar) o custo da solugdo.

Se uma solugdo forga bruta é usada neste caso, é necessario considerar todas
as possiveis solugoes de uma dada instancia, computar o custo de cada solugao e
escolher a de maior (menor) custo. Em geral, este tipo de algoritmo é de ordem
exponencial.

A escolha gulosa A escolha gulosa é aquela que salta aos olhos, ou a que
primeiro vem na mente quando imaginamos um algoritmo para o problema.
Dado o conjunto de objetos de entrada, a escolha gulosa seleciona um dos ob-
jetos, seguindo um critério simples (aquele que parece ser o melhor).

Com base nestas defini¢cbes, é possivel definir elementos que comumente
fazem parte de uma solugdo gulosa, na tentativa de definir uma cara genérica
para uma solucdo gulosa.

Vamos considerar o exemplo do cdlculo do tréco, em um sistema monetario
que apresenta o seguinte conjunto de moedas C = {100,25,10,5,1}. Uma
possivel solucdo que utiliza estratégia gulosa é apresentada abaixo:

CalculaTroco(M)
C + {100,25,10,5,1}
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S« 0
soma < 0
while soma # M do
X + o maijor valor de C' em que soma + X < M
if ndo existe o item then
return(solu¢do ndo encontrada)
S « S'U{ uma moeda de valor X}
soma + soma + X
return S

A solugdo é obtida partindo-se de um conjunto vazio de moedas e, em cada
etapa, escollhendo a maior moeda possivel. E possivel identificar neste algoritmo
o0s seguintes elementos:

1. Uma lista de candidatos, definido pelo conjunto C'.
2. Uma lista de elementos escolhidos, definido pelo conjunto S.

3. Uma funcio SELECAO que seleciona um dos candidatos. No nosso
exemplo é a uma fungdo que retorna a maior moeda.

4. Uma funcdo VIABILIDADE que verifica a viabilidade da escolha. No
exemplo, a func¢do que testa se a soma dos valores da nova moeda escolhida
com os valores das moedas previamentes escolhidas ndo ultrapassa o valor
do montante.

5. Uma funcio SOLUQAO que verifica se um determinado conjunto de
candidatos é uma solu¢éo para o problema. Em nosso exemplo, é a fungao
que testa se a soma dos elementos escolhidos é igual ao montante M.

Além dos elementos listados, em algumas solucoes é possivel identificar mais
dois elementos: um conjunto de candidatos rejeitados e uma fungéo que define o
valor de uma solugdo (serve para definir a eficiéncia de uma solug¢do. No exemplo
do célculo do troco, essa fungdo retorna o ndmero de moedas utilizadas para
fornecer o tréco).

Solucao Genérica

Um algoritmo guloso genérico define inicialmente um conjunto vazio de can-
didatos escolhidos. Em cada etapa um novo elemento é escolhido da lista de
candidatos e adicionado ao conjunto de candidatos escolhidos. Esta escolha
é guiada pela funcdo SELECAO que através do crivo da funcdo VIABILI-
DADE define se o elemento selecionado deve ser considerado ou rejeitado. Se o
elemento for rejeitado ele nao deve ser considerado novamente. Se o elemento ¢é
adicionado ao conjunto dos elementos escolhidos, a funcdo SOLUCAO verifica
se 0 novo conjunto corresponde a solucdo do problema.

AlgoritmoGuloso(C)
C' é o conjunto de candiadtos
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S0
while C # () e S ndo ¢é solugao do
X « SELECAO(C)
C + C\{X}
if VIABILIDADE(S U {X}) then
S+ Su{X}
if SOLUCAO(S) then
return S
else
return(ndo tem solugio)
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