Anaélise e Técnicas de Algoritmos
Periodo 2003.1

Relacao de Recorréncia



Anadlise de Algoritmos Recursivos

e A anilise de um algoritmo recursivo requer a resoluc¢io de uma recorréncia.

e Uma recorréncia é um algoritmo recursivo que calcula o valor de uma
funcdo em um ponto dado.

e Uma recorréncia define T(n) em termos de T(n-1), T(n-2), etc.

Exemplo 1:
T1)=1e
T(n)=T(n—1)+3n+2, paran = 2,3,4, etc.
Para valores pequenos de n, temos os seguintes valores de T(n):

n |[1]2][3]4]5]6
T(n) | 1|9 | 20 | 34 | 51 | 71

Exemplo 2:
Considere a figura abaixo:

<R R K

1 corte 2 cortes 3 cortes 4 cortes
2 fatias 4 fatias 7 fatias 11 fatias

Quantos pedacos obtemos com N cortes na pizza?

E possivel observar que o N-ésimo corte cria N novas fatias. Logo, o nlimero
total de fatias obtido com N cortes, denotado por P(N), é dado pela seguinte
relagao de recorréncia:

o P(1)=2
e P(N)=P(N—-1)+N

Derivando Relagoes de Recorréncia

Como proceder para derivar uma relacdo de recorréncia para a anélise do tempo
de execucdo de um algoritmo:

e Determinar qual o tamanho n do problema.

e Verificar que valor de n é usado como base da recursdo. Em geral é um
valor dnico (n = 1, por exemplo), mas pode ser valores miltiplos. Vamos
considerar esse valor como ng.



e Determinar T'(ng). Pode-se usar uma constante ¢, mas, em muitos, casos
um numero especifico é necessério.

e T'(n) é definido como uma soma de vérias ocorréncias de T'(m) (chamadas
recursivas), mais a soma de outras instrugdes efetuadas. Em geral, as
chamadas recursivas estdo relacionadas com a subproblemas do mesmo
tamanho f(n), definindo um termo a.T'(f(n)) na relagdo de recorréncia.

Logo, a relagdo de recorréncia é definida como:
e T'(n) =c,sen =ng
e T'(n) =a.T(f(n))+ g(n), caso contrario

Exemplo 1: O problema do corte das pizzas
No problema do corte das pizzas, a relagdo de recorréncia f (V) é recursiva-
mente definida:

e f(1) = 2 (caso base)
o f(N)=f(N —1)+ N, para N > 2 (caso recursivo)
Exemplo 2: Torres de Hanoi

A _ B _C

e Objetivo: Transferir todos os n discos de A para C.
e Regras:

— Mover um disco por vez.

— Nunca colocar um disco maior em cima de um menor.
e Solucao Recursiva:

— Transferir n — 1 discos de A para B.
— Mover o maior disco de A para C.

— Transferir n — 1 discos de B para C.

Algoritmo



Hanoi(inicial, final, temp, n)
if n > 1 then

Hanoi(inicial, temp, final, n — 1)
Move(inicial, final)
if n > 1 then

Hanoi(inicial, temp, final, n — 1)

Relagao de Recorréncia:

-T1)=1
—Tn)=2Tnh-1)+1

Exemplo 3: MergeSort

Objetivo: Ordenar uma lista L de n elementos.

Algoritmo
mergesort(L, n)
if n <1 then
return L
else
return merge(mergesort(Ly,n/2), mergesort(Ls,n/2)))

Relacao de Recorréncia:

—Tn)=c,sen<1
— T(n) =2.T(n/2) + d.n, caso contrério

Resolvendo Relagoes de Recorréncias

Resolver uma relacdo de recorréncia nem sempre é ficil.

Resolvendo uma relagdo de recorréncia, determina-se o tempo de execugdo
do algoritmo recursivo correspondente.

Relagdo de recorréncia: T(n) = T(n1) + T(ns) + ... + T(ng) + f(n).

Em geral, os a subproblemas tém o mesmo tamanho que é uma fragdo de
n, digamos (n/b).

A férmula pode ser generalizada como: T'(n) = a.T'(n/b) + f(n)
Por exemplo, no caso do mergesort,a =b=2¢e f(n) =n.

Como resolver uma relagdo de recorréncia:

Método do chute e prova por inducao.
— Método da arvore de recursao.
— Método do desdobramento ou iterativo.

— Método master.



Método do Chute e Prova por Inducgao

Exemplo 1:
Seja a seguinte relacdo de recorréncia, apresentada anteriormente:

e T(1)=1

e T'(n)=T(n—1)+3n+ 2, paran = 2,3,4, etc.

A relagdo de recorréncia é resolvida em duas partes:
1. Chute: T'(n) = 3n?/2+ Tn/2 — 4.

2. Prova:

e Caso base: T(1) =3.12/2+7.1/2—-4=1,5+3,5—-4=1.

e Supondo que n > 1 e que é valido para n — 1, temos que provar para
n:

Tn)=Tn—-1)+3n+2
=3n-12/24+7n-1)/2—4+3n+2
=@Bn?—6n+3+Tm—7—4+6n+4)/2
=(3n%+Tn —8)/2

Como a férmula estd correta, prova-se que T'(n) = O(n?).
Exemplo 2:
Seja a seguinte relacdo de recorréncia:

e T(1)=1

e T'(n) =2T(n/2) + n, paran > 2.

A relagdo de recorréncia é resolvida em duas partes:
1. Chute: T'(n) = n + nlogn.

2. Prova:

e Caso base: T'(1) =1+ logl = 1.
e Passo indutivo:
T(n)=2T(n/2)+n
=2(n/2+n/2logn/2) +n
=n+n(logn—1)+n
=n+nlogn

Como a férmula estd correta, prova-se que T'(n) = O(n.log n).



Método da Arvore de Recursio

e Talvez o método mais intuitivo.

e Consiste em desenhar uma arvore cujos nds representam os tamanhos dos
correspondentes problemas.

e (Cada nivel i contém todos os subproblemas de profundidade 1.
e Dois aspectos importantes:

— A altura da &arvore.

— O numero de passos executados de cada nivel.

e A solugdo da recorréncia (tempo de execu¢do do algoritmo) é a soma de
todos os passos de todos os niveis.

e No caso particular em que o total de passos de cada nivel é o mesmo, I(n)
por exemplo, a solu¢do é: T'(n) = h.l(n), onde h é a altura da arvore.

Exemplo: Mergesort: T'(n) = 2.T(n/2) +n

. -

—= Z2=n
h \ \

/ N

Total=h*n

A altura da arvore é h = log n. Logo, O(n.log n).

Método do Desdobramento

Esse método é o da arvore de recursdo, representado de forma algébrica. Con-
siste em:

e Usar (algumas poucas) substituicOes repetidamente até encontrar um
padrao.

e Escrever uma férmmula em termos de ne o nimero de substituicoes .

e Escolher 7 de tal forma que todas as referéncias a T'() sejam referéncias ao
caso base.



e Resolver a férmula.

Exemplo 1: Solugao da recorréncia do problema da pizza.
Vamos considerar novamente o exemplo do corte das pizzas.

. f1) =2
e f(n)=f(n—1)+n, paran > 2.

A relagdo de recorréncia é resolvida fazendo repetidas substitui¢Oes:
fm)=fn-1)+n
fM)=fn-2)+n-1)+n
f)=fn=3)+(n-2)+m—-1)+n

fm)y=fn—-D)+m—i+)+..+(n—1)+n
O caso base é alcancado quando ¢ =n — 1. Logo,
fn)=24+2+4+3+...+(n—-2)+(n—-1)+n
fn)y=n.(n-1)/2+1

Logo f(n) = O(n?).

Exemplo 2: Solugao da recorréncia do problema da Torre de Hanoi.
e T(1)=1
e T(n)=2T(n—-1)+1.

Solucdo por desdobramento:
T(n)=22Tn-2)+1)+1
=4T(n—-2)+2+1
=4.2T(n—-3)+1)+2+1
=8T(n-3)+4+2+1

=20T(n—i)+20 + 2072+ 420 +20
O caso base é alcancado quando ¢ =n — 1. Logo,
T(n)=2""142""2 4273 4 421 +20
Isso é uma soma geométrica. Logo, T'(n) = 2" — 1 = 0(2")
Exemplo 3: Mergesort.

e T'(n)=c
e T'(n)=2T(n/2) +dn.

Solugéo por desdobramento:
T(n)=2T(n/2)+d.n
=2.(2T(n/4)+dn/2) +dn
=4T(n/4)+dn+dn
=4.(2T(n/8)+d.n/4) +dn+dn
=8T(n/8) +dn+dn+dn



= 20T (n/2%) +i.dn
O caso base é alcancado quando 7 = log n. Logo,
T(n) = 2198 1 T(n /2108 1) 4 d.nlog n
=d.nlogn+cn
Portanto, T'(n) = O(n.log n)

Método Master

e Teorema que resolve quase todas as recorréncias.

T(n) é da forma a.T'(n/b) + f(n), a,b > 1.

e Casos:

1. se f(n) € O(n!°9% —¢), para algum ¢ > 0, temos que T'(n) = O(n'°% ).
2. se f(n) € O(n'°%), temos que T'(n) = O(n'°% log n).

3. se f(n) € Q(nto9:+¢), para algum & > 0, e se af(n/b) < cf(n
algum ¢ > 0, e n suficientemente grande, temos que T'(n) = O(

para

)
f(n)).

A prova do teorema é complexa.

Esse método é facil de usar. Entretanto, muitos casos sdo casca de banana
e podemos cometer erros.

Exemplo: Mergesort: T'(n) = 2.T(n/2) +n
e a=b=2,f(n)=n.
e logy = 1. Logo caimos no segundo caso.
e T'(n) = O(n.log}.log n) = O(n.logn)
Exemplo: T(n) =9.T(n/3)+n
e a=9b=3,f(n)=n.
e logi! = 2. O segundo caso nao pode ser aplicado.

e f(n) =0(n'9% "), se e = 1. Logo caimos no caso 1.

o T'(n) = O(n.log) = O(n.logd) = O(n?)



