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Invariante de Laco

Introducao

O conceito de invariante de laco é bastante importante e pode nos ajudar a anal-
isar programas, verificar erros, e derivar programas a partir de especificacoes.

O invariante de lago pode ser definido como uma relacido entre as varidveis
de um algoritmo (programa) que é verdadeira nas seguintes condigdes:

e antes do inicio do lago;
e durante a manutencio do laco;
e na saida do laco.

Para ilustrar o conceito de invariante de lago, vamos considerar o seguinte
algoritmo que computa a soma dos elementos de um array de inteiros.

int Soma(int A[])

s+ 0

141

while i < A.length do
s« s+ A[i]
11i+1

return s

E possivel identificar invariantes de laco nesse exemplo?

Ainda sobre Lacos

Em um lago é possivel identificar dois elementos:

e Guarda ¢ a expressdo booleana que determina se o corpo do lago deve
ser executado. O algoritmo executa as instrug¢des do corpo do lago sempre
que a guarda é avaliada verdadeira. Em nosso exemplo, a guarda é i <
Allength.

e Variante ¢é a expressdo numérica que mede o quanto de execugdo ainda
falta. A variante pode nao estar explicitada no algoritmo (quase sempre
isso acontece). Em geral, a variante é o nimero de iteragdes que ainda
resta ocorrer. No nosso exemplo, a variante é A.length — i + 1.

Um lago estd correto se as seguintes 5 condigdes sdo satisfeitas:
1. Inicio: O invariante é verdadeiro antes de entrar no laco.
2. Invariancia: O corpo do laco preserva o invariante.

3. Progresso: O corpo do lago diminui a variante.



4. Limitagao: Quando a variante atinge certo valor, a guarda se torna
falsa.

5. Saida: A negacdo da guarda e o invariante descrevem o objetivo do lago.

Verificar no exemplo se as 5 condicles sdo satisfeitas.

Um outro exemplo

O seguinte algoritmo computa z™ através de multiplicagoes sucessivas. Deter-
mine os invariantes de lago.

int Potencia(int z, int n)
p+1
1+ 0
while i < n do
P DXZT
1+i+1
return p

Derivando Lagos em um Algoritmo

A partir de invariantes, é possivel derivar lagos em um algoritmo. Para tanto,
vamos considerar um padrdo que relaciona as instrugoes de um lago:

PRE
> Invariante é verdadeiro
while G do
> Invariante é verdadeiro
C
> Invariante é verdadeiro

>—-GA Invariante é verdadeiro
POS

G é a guarda do laco, PRE é o c¢6digo que precede o lago, C' corresponde ao
corpo do lago e POS é o cédigo que vem depois do lago.

Para ilustrar a derivacdo de lagos, vamos considerar a definicdo da divisao de
inteiros que relaciona as saidas ¢ (quociente) e r (resto) as entradas n (nimero)
e d (divisor). Por definigdo, sabemos que r <den=¢g x d+r.

De fato, a defini¢do da divisdo corresponde a pds-condigdo do lago (aquilo
que é verdade apds a execugdo do lago). Sabemos que na pés-condigio, >—GA
Invariante é verdadeiro. E fécil perceber que -G = r < d e o invariante é
n = gxd+r. Logo, a guarda G é r > d. Substituindo no padréo definido acima
temos:



PRE
Dn=gxd+r
while r > d do
Dn=gxd+r
C
Dn=gxd+r
Da(r>dAn=qgxd+r
POS

Devemos derivar ainda PRE e C, uma vez que POS pode ser (return q).
A idéia bésica é contar quantas vezes nés subtraimos o divisor d do numerador
n. O quociente ¢ é o contador e o resto r é o que sobra apds a subtracdo. E
justo considerar que inicialmente nfo fizemos nenhuma subtragio. E importante
ainda lembrar que o invariante deve ser valido antes do laco. Logo, se iniciamos
q < 0, indicando que ndo fizemos ainda nenhuma subtracdo, devemos fazer
T < n para garantir o invariante.

Para definir o corpo do lago, devemos presevrar o inavariante. Logo, para
cada subtragdo, o contador ¢ é incrementado de 1 e o divisor subtraido do resto
(r«r—d.

O algoritmo derivado é, portanto,

remn

g+ 0

Dn=gxd+r
while r > d do
>Dn=gxd+r
rr—d

g+q+1
Dn=gxd+r
Da(r>dAn=qgxd+r
return ¢



