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Corretude de Algoritmos



Corretude de Algoritmos

Introducao
e Como podemos saber se um algoritmo funciona?

— Testes.

— Prova de corretude.
e Testes: executar o algoritmo para algumas amostras de entradas.
e Provas de corretude: provar matematicamente.

e Testes podem nao revelar erros ndo triviais.

Inducao Matematica
e E uma técnica bastante versatil de provas.
e Pode ser aplicada em muitos tipos de problemas.
e Para provar que uma propriedade é valida para qualquer IV:

1. Caso Base: Provar que a propriedade é valida para 1.

2. Provar que Vn > 1, se a propriedade é vélida para n, entdo ela é
vélida para n + 1.

Variagéo 1:

1. Caso base: Provar que a propriedade é vélida para 1.

2. Provar que Vn > 2, se a propriedade é valida para n — 1, entao ela é
valida para n.

Variacao 2:

1. Vérios casos base: Provar que a propriedade é valida para 1, 2 e 3.

2. Provar que Vn > 3, se a propriedade é véalida para n, entdo ela é
vélida para n + 1.

Variagao 3 (indugao forte):

1. Caso base: Provar que a propriedade é valida para 1.

2. Provar que Vn > 1, se a propriedade é vélida para V1 < m < n, entao
ela é vélida para n + 1.



Exemplos de Indugao
Identidade de Gauss

VneIN,1+2+..+n=n(n+1)/2.
Parte 1: Provar que a propriedade é valida para n = 1.
1=1(141)/2
Parte 2: Provar que se a propriedade é valida para n, entao a propriedade
é valida paran + 1
Seja S(n)=1+2+ ...+ n.
Vamos assumir que S(n) = n(n + 1)/2 (hipStese da indugdo).
Temos que provar que: S(n+1) = (n+1)(n +2)/2.
S(n+1)
=Sn)+ (n+1)
n(n+1)/2+ (n + 1) (pela hipdtese da indugio)
=n?/2+n/24+n+1
= (n?+3n+2)/2
=(n+1)(n+2)/2

Arvore Binria Completa

Uma 4rvore biniria completa com k niveis tem exatamente 2¥ — 1 nés.

Parte 1: Para k = 1, a propriedade é valida pois a arvore bindria completa
com um Unico nivel possui um Unico né.

Parte 2: Assumindo que uma arvore bindria completa com £ niveis possui
2% — 1 nés (hipétese da inducfio), temos que provar que uma &rvore bindria
completa com k + 1 nfveis possui 25! — 1 nés.

Uma 4rvore bindria completa com k + 1 niveis é formada por um nd raiz e
duas sub-arvores com k niveis. Logo, pela hipétese da induc¢do, o nimero total
de nés é

1+2(2F —1) =2k — 1.

Triomino

Considere um tabuleiro formado por quadrados de um mesmo tamanho (como
no tabuleiro de xadrez). O tabuleiro tem m quadrados em cada linha e m
quadrados em cada coluna. m é poténcia de 2. Um dos quadrados é consider-
ado especial, sendo diferenciado dos demais. Uma L-pe¢ca é semelhante a um
tabuleiro 2 x 2, removendo-se um dos quadrados. E possivel cobrir o tabuleiro
usando L-pecas, considerando que cada quadrado sé é coberto uma tunica vez,
com exce¢do do quadrado especial que ndo é coberto por nenhuma L-pe¢ca?



Especial

L-peca

O problema do quebra-cabeca do tabuleiro é sempre resolvivel. A prova
utiliza indu¢do matemética sobre o inteiro n, onde m = 2.

Parte 1: Caso base quando n = 0 (tabuleiro 1 X 1) ou n = 1 (tabuleiro
2 x 2).

Parte 2: Vamos considerar qualquer n > 1. A hipdtese da inducéo é que o
problema é resolvivel para n—1, ou seja, o tabuleiro 2n — 1 x2n — 1. Dividindo-
se o tabuleiro m x m em 4 partes iguais, o quadrado especial vai ficar em um dos
4 sub-tabuleiros. Colocar uma L-pega no meio do tabuleiro original, de modo
a ficar um quadrado especial em cada um dos sub-tabuleiros. O problema se
reduziu a 4 sub-tabuleiros 2n — 1 x 2n — 1, cada um com um quadrado especial.
Pela nossa hipétese da inducdo, cada um dos sub-tabuleiros pode ser resolvido.
Logo, o tabuleiro original pode ser resolvido considerando uma L-peca no meio.




Corretude de Algoritmos Recursivos

e Para provar a corretude de algoritmos recursivos:

— Prové-lo por indugdo, considerando o tamanho do problema aser re-
solvido.

— O caso base da recursio é o caso base da inducao.

— E necessario provar que as chamadas recursivas sdo subproblemas
sem recursdo infinita.

— Assumir que as chamadas recursivas executam corretamente, e usar
esse argumento para provar que a execugdo corrente é correta (passo
indutivo).

Exemplos
Nimeros de Fibonacci (solugdo recursiva)

Fo=0,Fi=1eVn2>2F,=F, o+ F, 1.
Algoritmo:

fib(n)
if n <1 then
return n
else
return fib(n — 1) + fib(n — 2)
Provar que Vn > 0, fib(n) retorna F,.
Caso base: Paran = 0, fib(n) retorna 0 ou Fy, como pretendido. Para
n =1, fib(n) retorna 1 ou F, como pretendido.
Hipétese da indugao: Vn > 2 e VO < m < n, fib(m) retorna F,,.
O que temos que provar: fib(n) retorna F,.
fib(n) retorna fib(n — 1) + fib(n — 2).
fib(n — 1) + fib(n — 2)
= F,—1 + F,,_2 (pela hipétese da indugio)
=F,.

Maximum (solugao recursiva)

Algoritmo:
maximum (n)
if n <1 then
return A[1]
else
return maz(mazimum(n — 1), A[n])



Provar que Vn > 1, mazimum(n) retorna maxz{A[1], A[2], ..., A[n]}.

Caso base: Para n = 1, mazimum(n) retorna A[l], como pretendido.

Hipétese da indugao: n > 1 e mazimum(n) retorna
max{A[l], A[2], ..., A[n]}.

O que temos que provar: mazimum(n+1) retorna maz{A[1], A[2], ..., A[n+
1]}.

mazimum(n + 1) retorna maz(mazimum(n), Aln + 1]).

maz(mazimum(n), Aln + 1])

= maz(maz{A[1], A[2], ..., A[n]}, A[n + 1]) (pela hipétese da indugio)

= maz{A[l], A]2], ..., A[n + 1]}

Corretude de Algoritmos Nao-Recursivos
e Para provar a corretude de um algoritmo interativo:
— Analisar um lago por vez no algoritmo, comecando pelo lago mais
interno no caso de aninhamento de lagos.

— Para cada lago determinar um invariante de lagco que permanece
verdadeiro em todas as interagoes do laco, e que captura o progresso
do lago.

— Provar que o invariante de laco é valido.

— Usar os invariantes de lago para provar que o algoritmo termina.

— Usar o invariante de lago para provar que o algoritmo computa o
resultado correto

Considerar algoritmos com um lago.

O valor do identificador  imediatamente apds a i-ésima interacdo em um
lago é denotada por z; (i = 0 indica o valor imediatamente antes de iniciar a
primeira interagado). Por exemplo, z¢ denota o valor do identificador z apés a
sexta ocorréncia do lago.

Exemplos
Nimeros de Fibonacci (solugdo nao-recursiva)

Fp=0,Fi=1eVn>2,F,=F, s+ F, ;.

Algoritmo:

fib(n)
if n =0 then

return 0
else

a=20

b=1

i=2

while i < n do



c=a+b

a=D>b
b=c
i=i+1
return b

Provar que Vn > 0, fib(n) retorna F,.
Fatos sobre o algoritmo:

19 =2

ij+1 = ij +1
ag = 0

ajt1 = b;

by =

bj+1 = Cj+1

Cj+1 = aj +b;

Invariante de Lago:

Para todos os nimeros naturais, j > 0, ¢; = j + 2, a; = F}, e b; = Fj;1.

A prova é por indugdo sobre j. O caso base, j = 0, é trivial, uma vez que
i0=2,a0=0=F0,eb0=1=F1.

Hipétese da indugao: j > 0,i; =7 +2,a; = F; e bj = Fj44.
O que temos que provar: ij11 =j + 3, aj1 = Fjq1 € bjy1 = Fjia.
Gj+1 =1 +1

= (j +2) + 1 (pela hipétese da indugéo)

=Jj+3.

aj+1 = b

= Fj;1 (pela hipétese da inducéo)

bjt1 = ¢jt1

=a; + b]'

= F; + Fj;1 (pela hip6tese da inducao)

= Lj+2-

Prova de Corretude:

Provar que o algoritmo termina com b contendo F,.

Para n = 0 estd OK. Se n > 0, entdo nds entramos no lago.

Uma vez que 441 = %; + 1, eventualmente ¢ serd igual a n 4+ 1 e o laco vai
terminar. Vamos supor que isto acontece depois de ¢ interagdes. Uma vez que
ig=n+1ei; =1t+ 2, podemos concluir que t =n — 1.

Pelo invariante de lago, by = Fi11 = F,.



